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Préparation écrit analyse
Séance 6 : Séries entières, séries de Fourrier

1. SÉRIES ENTIÈRES

Exercice 1. Recherche des rayons de convergence et étude sur le cercle de convergence des
séries suivantes.

1. un =
zn

n!
, z ∈ C ;

2. un =
zn

log n
, z ∈ C ;

3. un = (nx)n, x ∈ R ;

4. un =
(−1)nz2n

n!
, z ∈ C ;

5. un = inzn, z ∈ C
6. un = n(−1)nzn, z ∈ C ;

Exercice 2. Pour tout p ∈ N∗, a ∈ C∗, déterminer le développement en série entière de
1

(z − a)p
.

Exercice 3.
1. Trouver le développement en séries entières des fonctions

f(x) =
2x− 1

x2 − 5x+ 6
et g(x) =

x− 2

2x− 1
.

2. Quels sont les rayons de convergence ?
3. Faire le produit des deux séries trouvées.
4. Quel est le rayon de convergence de la série produit ?

Exercice 4. Déterminer le développement en séries entières de

f(x) =
x2 + x− 3

(x− 2)2(2x− 1)

et préciser son rayon de convergence.

Exercice 5. On considère l’équation différentielle :

(E) xy′′ + 3y′ − 4x3y = 0

Montrer qu’il existe une solution et une seule de (E), notée f , développable en série entière
autour de l’origine telle que f(0) = 1. On recherchera cette solution sous la forme

f(x) =
∞∑
n=0

anx
n.

Reconnaı̂tre f(x) comme expression de fraction élémentaires.
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Exercice 6.
1. Pour quelles valeurs de z la série entière

∑ zn

n

2

est-elle convergente ?

Pour tout x ∈ [−1, 1], posons f(x) =
∑+∞

n=1
xn

n2 .
2. Montrer que la fonction f est continue sur [−1, 1] et calculer f ′(x) pour tout x ∈]−1, 1[.
3. Montrer qu’il existe un nombre réel c tel que, pour tout x ∈]0, 1[, on a

f(x) + f(1− x) = c− (lnx)(ln(1− x))
4. Calculer le nombre c. En déduire la valeur

+∞∑
n=1

1

2nn2
.

2. SÉRIES DE FOURIER

Exercice 7.
1. Développer en série de Fourrier la fonction 2π-périodique, impaire, égale à 1 sur ]0, π[.
2. En déduire la valeur de ∑

n>0

sin(2n+ 1)x

2n+ 1
, x ∈]0, π[.

Exercice 8.
1. Développer en série de Fourier la fonction 2π-périodique f(x) = |x| si |x| 6 π.
2. En déduire les valeurs de ∑

n>0

1

(2n+ 1)2
et

∑
n>1

1

n2
.

3. En utilisant le théorème de Parseval, calculer∑
p>0

1

(2p+ 1)4
et

∑
n>1

1

n4
.


