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Préparation écrit analyse
Séance 2 : Fonctions réelles, dérivation, intégration.

1. FONCTION REELLES OU COMPLEXES D’UNE VARIABLE REELLE.

Exercice 1. Trouver toutes les applications f : R* — R telles que
* 1 2
Ve e R, f(z)+3f (- ) =2
x
Exercice 2. Soit f : R — R une application telle que
Ve e R, f(z) #3et flx +1) = ————

Montrer que f est 4-périodique.

Exercice 3. On note f : R — R la fonction définie par

r+1 siz<-—1
flx)=<0 si —1<x<1
r—1 sil<uz.

1. Tracer la représentation graphique de f

Onnoteg: R — R,y +— g(y) =inf{z € R, f(z) > y}.
2. Montrer que g est correctement définie et calculer g(y) pour tout y de R.

3. Tracer la représentation graphique de g.

4. Préciser g o f et f o g et tracer leurs représentations graphiques.

Exercice 4. Montrer que la fonction cos n’a pas de limite en +oc0.
Exercice 5. Soit f : R — R continue sur R et s’annulant en tout point de Q. Montrer f = 0.

Exercice 6. Soit f : R — R continue. On suppose que f n’a pas de point fixe. Monter que f o f
n’a pas de point fixe.

Exercice 7. Soit f : R — R une fonction continue et décroissante. Montrer que f admet un
point fixe et un seul.

Exercice 8. Soit f : R — C continue et périodique. Montrer que f est bornée.
Exercice 9. Soit f : R — R continue et 1-périodique. Montrer
Va €]0,+o0[, Ic € R, f(c+a) = f(c).

Exercice 10. Montrer que I’application f : © — 1/« est uniformément continue sur R, .
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2. DERIVATION

Exercice 11. Soit (a, b) €]0, +o00[? tel que a < b. Montrer que 1’application
In(1 + ax)

:]0 R = —

[0, +oo[— R,z — f(x) (11 ba)

est strictement croissante.
Exercice 12. Combien le polyndme P = X° — 80X + 7 a-t-il de zéros réels ?
Exercice 13. Calculer, pour tout n € N, la dérivée n-eme des fonctions suivantes :
Lf:R>Rax— f(r)=(22—1z+2)e"
1
3 —a?—zr+1
.f:R—=> Rz f(r)=cos’xsinz.

2. -1 1= Rz~ f(z)=

Exercice 14. Etudier la continuité, la dérivabilité et la continuité de la dérivée pour f : R — R
définie par

fz) =

xzsin% siz#0
0 stz = 0.

Exercice 15. Soit f : R — R une application telle que, pour tout (z,y) € R* tel que z # y :
[F@) = f@)] < |z = y]* Doz —y|.
Montrer que f est constante.
Exercice 16. Soit f : [—1,1] — R de classe C", s’annulant en —1, 0, 1. On note
g:[-1,1] = R,z g(z) = 22" + 2 + f(2).
Montrer qu’il existe ¢ €] — 1, 1] tel que ¢'(¢) = 0.

Exercice 17. Soient n € N*, a4, ...,a, € Rtelsque > ,_, ar = 0. Montrer que I’équation

Z kapz®~' =0
k=1

admet au moins une solution pour x €0, 1].

Exercice 18. Soit f : [—1,1] — R de classe C* sur [—1, 1], deux fois dérivables sur ] — 1,1]
avec —1,0, 1 comme points fixes. Montrer qu’il existe ¢ dans | — 1, 1] tel que f”(c) = 0.

Exercice 19. Calculer

inf <\/(x —12+ 9+ /(m 82+ 16)

z€R

Exercice 20. Soit f : [0, +00[— R convexe. Montrer que, s’il existe (a,b) €]0, 4+o00[? tel que
a<bet f(a) < f(b), alors
lim f(z) = +o0.

r—r-+00
Exercice 21.
1. Vérifier que I’application f :)0,+o00[— R, x +— f(z) = — Inx est convexe.
2. En déduire, pour tout n € N* et tout (z1, ..., z,) € (R})":
< ry+ ...+ xn.

VI Ty &
n



Exercice 22. Soient a €]0, +oo[, f : [0,a] — R de classe C" telle que f(0) = 0. Montrer

e ool 710 = LA e/

Exercice 23. Soit P € R[X] tel que deg(P) > 2.
1. Montrer que, si les zéros de P sont tous réels et simples alors il en est de méme pour P’.

2. Monter que, si P est scindé sur R, alors P’ I’est aussi.

Exercice 24. Monter que pour tout x de |0, 5[, on a

. 3
smx
> COST.
x

Exercice 25. Soient n € N*, ay, ..., a,, €]0,+o0[ tels que "  a; = 1. Montrer

n 1 2 2 1 2
3 (ai N _) S (417
- a; n
=1

3. INTEGRATION

Exercice 26. Soit f : [0,1] — R continue. On note M = sup,¢(o 1] | f()|. Montrer

/0 (f(2) + 2f (1 - 2)) da

[:/Q’T 1—|—cosxdx.
oV 2

1
inf/ (2% — ax)* dx.
0

<3m
2

Exercice 27. Calculer

Exercice 28. Déterminer

a€eR

Exercice 29. Déterminer les limite suivantes :
1 n T

sinx !
lim dx, lim dx, lim vV1+znde.
0

n—+oo [ 1+zx n—+oo [o T+ N n—-+o0

Exercice 30. Calculer

™

[:/41n(1+tanx)dx
0

Exercice 31.
1. Montrer, pour tout n € N*, on a

<1+Inn.

| =

k=1
2.Endéduire: ), d < n(l+Inn).

Exercice 32. Dans chacun des cas suivants, montrer que la suite dont on donne le terme
converge, et calculer sa limite :

1
= 1 k2>n & k k
Up = e 1+ — , Wy, = sin — sin —.
kz_‘:m . ( n? ; N

Exercice 33. Soit f : [0, 27] — R de classe C? et convexe. Montrer fo% f(x)coszdx > 0.
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Exercice 34. Déterminer I’ensemble des applications f : [0, +oo[— R continues, telles que
f = 0etque

Vo € [0, +oo[, f(z) < /Ow f(t)dt.

Exercice 35. Soient f : [0, 1] — R continue et ¢ : R — R convexe. Montrer

([ 1)< [ es

Exercice 36. Soient & € R et f = [0, +oo[— R une application k-lipschitzienne. On considere
I’application F' : [0, +00[— R définie par

LT ft)dt siz#0.
Flay= {2 SO s
£(0) siz = 0.
Montrer que [ est %-lipschitzienne.

Exercice 37. Déterminer les limites suivantes :

™ u
. _ H . 22 2
lim e ST dy, lim e e’ dz.
U——+00 0 u—-+00 0

4. FONCTIONS USUELLES

Exercice 38. Résoudre dans R :
1. 3% +4* = 5%,

2. arcsinz + arcsin 3 = 7 ;

1
x2z __ 1
3.2 = 3.

Exercice 39. Montrer

1
Vz € [0, +oo[, arctan(sinh z) = arccos (COSh(ZL‘)) .

Exercice 40. Soit P € R[X]. Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) P est pair
(2) 3Q e RIX], VO € | -3, 2[, P(tanf) = Q (-75)-
Exercice 41. Simplifier, pour (z,y) € R? la fonction
1—ay
VI a2/1+y2

f(z,y) = arccos

Exercice 42.
1. Montrer, pour tout (a, b) € [0, 1]2
a-+b
1—ab

arctan a + arctan b = arctan
2. En déduire la valeur de

1 1 1
S = Harctan 3 + 2 arctan 8 + 3arctan T2

Exercice 43. Montrer, pour tout (z,y) € R x | -2, Z[:

/ Toodt N Yodt
— Tr = —_—.
4 o cosht o cost




