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Correction du TD 3 - Extension de corps

Exercice 1. Par hypotheése le K-espace vectoriel M est fini. Il en est donc de méme pour le Kespace
vectoriel L. L’extension L/K est donc finie. Soit (ey, ..., e,,) une K-base de M. Pour tout Ay, ..., A, € L
ona\e;+ ...+ \pe, € M etdonc (eq, ..., e,) est une L-famille génératrice de M. L’extension M /L
est donc finie.

Exercice 2. Soient p et ¢ des nombres premiers. Posons P = X? —pet Q = X3 — ¢. En utilisant le
critere d’Eisenstein, on obtient que P et () sont irréductibles. Les extensions Q(,/p)/Q et Q({/q)/Q

sont de degrés repspectifs [Q(/p) : Q] et [Q(¥/q) : Q] repsectivement. Supposons Q(,/p) € Q(¥/q).

On a alors
3=1Q(¥a) : QV2)] x [Q(V2): Q] = [Q(¥/a) : Q(V2)] x 2,

ce qui est impossible. Donc aucunes valeurs des premiers p et ¢ permet d’avoir Q(/p) € Q(¥/q).

Exercice 3. Soit P = X" + Z?;ol a; X" le polyndme minimal de ov. De P(c) = 0, on obtient

n—1 n—1
o + E aat=a [+ E a; a1 +ag=0.
i=0 i=1

Comme o # 0, on a P(X) # X. De plus X ne peut pas divisze P, car il est irréductible. On obtient
donc ag # 0. On obtient donc

al~ 1
1 + > 1‘11
ap

Exercice 4. Le polynome X2 — 2 est irréductible par le critére d’Eisenstein avec p = 2.
a.L’élément y est inversible car non nul. Son inverse est dans L = Q(z) = Q[z] car x est
algébrique. Le polyndme minimal est X3 — 2 qui est de degré 3 est donc L est le Q-espace
vectoriel de base (1, x,z?). Il existe donc des rationnels a, b et ¢ tel que y~! = az? + bx + .
L’équation yy~! = 1 devient alors

(2% + 22 + 3)(az® + bz +¢) = 1,

qui donne
az + (2a 4+ b)2 + (3a + 2b + ¢)a? + (3b + 2¢)x + 3¢ = 1.

De P(x) = 0, on obtient 73 = 2 et donc I’équation précédente devient :
(3a + b+ c)z? + (2a + 3b+ 2¢)x + (4a + 2b + 3¢) = 1.
Comme la famille (1, z, 22) est libre on obtient le systéme

3a+2b+c =0,
2a 4+ 3b+2¢c =0,
4da+2b+3¢c =1.
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b. Comme y est dans L, son polyndme minimal est de degré au plus 3.
On calcule d’abord y? :

y? = (22 + 22 +3)% =2t + 42 + 1022 + 122 + 9
= 102* + 14z + 17

Ensuite on calcule 33 :

Y2 = (1022 + 14z + 17) (2% + 22 + 3) = 10z* + 342® + 7522 + 762 + 51
= 7522 + 962 + 119

Résolvons le systeme y3 + ay? + by +c¢=0:

754 10a + b =0 10a + b =75
96 + 14a + 2b =0& 1 14a+2b =—-96
119+ 17a+3b+c =0 17a+3b+c¢ =-119
Apres résolution, on trouve a = —9, b = 15 et ¢ = —11. L’élément y est donc racine du

polynéme Q = X3 —9X? 4+ 15X — 11. Le polyndme @ n’ayant pas de racines dans [F7 il est
irréductible et donc @ est irréductible dans Q[X]. On obtient donc Irr(y, Q) = Q.

c.Soitaw € L'\ Q.Onadonc Q C Q(a) € Q(z) = L. Comme L/Q est finie, on a

ainsi [Q(«) : Q] vaut 1 ou 3. Si elle vaut alors Irr(o, Q) = X — a et donc o € Q, ce qui est
impossible par hypothése. Ainsi Q(«r)/Q] est de degré 3 et donc algébrique.

Exercice 5.

a. Comme tout élément de Q est algébrique sur Q, on a Q C Q. En particulier Q contient 1 et est
donc non vide. Soit a, b dans Q. Les éléments a et b sont donc algébrique sur Q. Les éléments
x + y et zy sont aussi algébriques et donc dans Q. Notons P(X) le polyndme minimal de a. Le
polynéme Q(X) = P(—X) est irréductible et admet —a comme racine. Il en suit que —a est
algébrique et donc dans Q. L’ensemble @ est donc un sous-anneau de C. Par 1’exercice 3, ¢’est
un sous-corps.

b. Soit a un élément de C algébrique que @;Comme I'extension Q/Q est algébrique a est
algébrique sur Q. L’élément a est donc dans Q. Il en suit que Q est algébriquement clos.

Exercice 6. Notons m 1’application de L dans Endx (L) qui a x associe m,.

a. Soient x, y, z des élément de L . On a
m(z+y)(2) =mery(2) = (z+y) 2=tz 2+y-2=my(2) + my(2).
On obtient ainsi m(x + y) = Am, + m,. De méme, on a
m(z-y)(z) = (z-y) -z =1z (y-2) =ma(my(2)) = (Me 0 my)(2).

De plus m1(2) = 12z = lgpq,(r)(2) et donc m(1) = lgpq,(r)- L'application m est donc un
morphisme unitaire d’anneau.



b.Soit P =37 ja; X ¥ le polyndme caractéristique de 1. Par le théoréme de Hamilton-Cayley,
ona P(m;) =0.0Onadonc ) ja;- mt. = Ognq «(L)- En évaluant cette endomorphisme en 1
on obtient
n

0= P(mg)(1) = <Z am@i) 1) =) ami(l)=> aia’ = Px).
i=0 1=0

1=0

Exercice 7. Le polyndme P est irréductible par le critere d’Eisenstein. Les racines de P sont v/2, /2
et v/2j2 avec j = —% + ?z Pour simplifier posons z = +/2j et ¥/2;2. Remarquons la relation 2’ =
a.Onax+2' =2Re(z) = —V2etx — 2’ = 2Im(z)i = v/2v/3i. On a donc

,7
iV3=2"Tck.

z+ 2
b. De iv/3 € K. On obtient Q(x, Z\/g) C K. De la relation précédente on obtient

,xx (1—1iV3)
R

etdonc K = Q(z,2') C Q(z,iv/3). Il en résulte K = Q(x,v/3).

c. Le polyndme P étant de degré 3 on a [Q(z) : Q] = 3. C* est aussi un polyndme annulateur de
o sur Q(iv/3), c’est donc un multiple de Irr(x, Q(iv/3)). On a donc [Q(z,iv/3) : Q(iv/3)] < 3.
Le polyndme minimal de iv/3 est X2 — 3 (critére d’Eisenstein), on a donc [Q(iv/2) : Q] = 2.
On obtient donc le diagramme suivant :

€ Q(x,iV3),

K = Q(z,iV3)

<3
Q(:c)/ Q(iV3
N A
Q

Le degré de [K : Q] doit dont étre multiple de 2 et 3 et inférieur ou égale a 6 et donc [K : Q] = 6.

)

d.
i. Par calculs directs ou avec Maxima par exemple.

ii. Par calculs directs ou avec Maxima par exemple.
iii. Par calculs directs ou avec Maxima par exemple.

iv. Supposons que @ soit le produit de deux polyndmes F' et G de degré > 1. C’est alors aussi
le cas dans [F),. Ainsi par ii. /" est de degré 3 tandis que par iii. il doit étre de degré 2 ou 4.
Le polyndome () est donc irréductible.

v. Les éléments y et i1/3 étant dans K, ona z € K et donc Q(z) C K. De
6=[Q(2) : Q] = deg(Q) = [K : Q,

on obtient alors K = Q(z).

Exercice 8.
a.Posons a = v/2etb = /3. On a Irr(a,Q) = X2 — 2 et Irr(h,Q) = X? — 3 (on montre que
c’est polyndme sont irréductibles avec le critére d’Eisensetein). De plus X2 — 2 et X2 — 3 sont

des polyndmes anulateur de a et b sur Q(b) et Q(a) respectivement.
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On a donc Irr(a, Q(b)) < 2et Irr(b, Q(a)) < 2.0n alors le diagramme suivant

Si Q(a) = Q(b) alors il existe des rationnels s et  tels qu'on ait @ = s + tb. Et donc 2 = a? =

52 + 2stb + 3. Ce qui donne b = (—1 — s2)/(2st) € Q ce qui est impossible. On a donc [Q(a, b) :
Q(a)] = [Q(a,b) : Q(b)] = 2 puis [Q(a,b) : Q] = 4.

La famille 7 = {1,a,b,ab} est une famille Q-génératrice et donc une Q-base de Q(a,b). On a
Maip(1) = a + b, masp(a) = a®> +ab = 2 -1+ ab, meip(b) = ab+b*> = 3-1 + ab et
Maip(ab) = a®b + ab® = 2 - a + 3 - b. La matrice de m,y; relativement a la base F est

O = = O
— O O N
— O O W
S W N O

Le polyndme x 4(X) = X% — 10X?2 + 1 est donc annulateur de /2 + v/3 = a + b. On montre qu’il
est irréductible et donc Irr(v/2 4+ v/3,Q) = X* —10X2 + 1 (En réduisant modulo 3 on montre qu’il
n’a pas de facteur de degré 1, on montre ensuite qu’on ne peut pas le factoriser comme produit de
polynémes de degré 2 dans Z[X] et donc dans Q[X]).
b.On pose a = /7Tetb = /2. Onalir(a,Q) = X3 — 7et Irr(b,Q) = X2 — 2, encore par
Einsenstein. Comme précédemment on a

L, &
N
Q(a) Q(b)

PN
Q
L’extension [Q(a, b) : Q] doit donc étre de degré multiple de 6 et inférieur a 6. Elle est donc de

degré 6. La famille 7 = {1,a,a?, b, ab, a®b} est une famille Q-génératrice et donc une Q-base
de Q(a,b). La matrice de m,, relativement a la famille F est

007200
100020
01000 2
10000 7|
010100
001 0 1 0

et son polyndme caractéristique est
xa(X) =X —6X* - 14X3 +12X% — 84X +41.

On commence par montrer que se polyndme n’a pas de racine en considérant sa réduction mo-
dulo 3. 11 faut ensuite montre qu’il ne peut pas avoir de facteur de degré 2 ni de degré 3 dans Z[ X|.

c. On trouve Irr(i 4 7,Q) = X* +2X3 + 5X2 +4X + 1.
d. On trouve Irr(jv/2,Q) = X4 +2X2 4 4.



Exercice 9. Posons ( = a + b.

a. Un polyndme annulateur de ¢ est X° —1 = (X —1)(X*+ X3+ X2+ X +1). Un a déja montré
que le polyndme P = X* + X3 4+ X2 + X + 1 est irréductible, on a donc Irr(¢, Q) =

b.Posons @ = ¢+ ¢~ 1.Onaa = ¢+ ¢ =2Re(¢) = 2a. De plus (2 + (3 = (2 + (2 = 2Re(¢?).
Or (% =a? —b? +2aib.De || = 1onaa? +b? = 1etdonc Re(¢?) = a? — (1 —a?) =2a% -1
et donc ¢? 4 ¢3 = 2a? — 1. On obtient ainsi

0=1+C++3+¢*=1+20+4>-2=4a>+2a— 1= (20)>+2a—1

Posons Q = X2+ X — 1,ona A = 5 et les racines de Q sont _1?/5 et _1‘2“/5. On a donc
Q¢+ ¢ = Q(V5).

cOnaC =C¢(¢+ ¢ =¢*+1etdonc Cestracinede R = X? — Xa + 1 € K[X]. De
=[Q(¢) : Q] = [ (¢) : K] x [K : Q] on obtient [Q(() : K] = 2 et donc R est irréductible
sur K[X].

Exercice 10.

a.Soitx € L'\ K. L'extension L/K étant finie, elle est algébrique et donc x est algébrique sur K.
Comme L/K est quadratique, le polyndme Irr(z, K) est de dégré 1 ou 2. Il ne peut pas étre de
degré 1 car x ¢ K. Tl est denc de degré 2 et on a L = Q(z). On note X2 + aX + b le polynome
Irr(z,Q).Ona

X?+aX +b= <X—|—;)2+b—(12 car car(K) # 2
Posons d = %—b,@ = X2 _—dety = x+%.0naalorsQ( ) =0.Dex € L,ona
y=ax+ 5 € Letdonc Q(y) C Q(z) = L.Deméme z =y — § € Q(y) et Q(z) € Q(y). On
adonc Q(z) = Q(y) avec y*> = d. On a ainsi montrer [, = Q(\f ). De plus @ est irréductible
si et seulement si A = a? — 4b n’est pas un carré dans K et donc si etseulement si d = ‘2—2 —b
n’est pas un carré dans K. Comme d ne peut pas étre nulona d € K* \ (K*)2,

b.Soit z € L. On a alors Q(x) C L. Le dégré de Q(z)/Q est donc 1 ou 2. Si le degré est 1,
le polynéme irréductible de = est X — = € K[X] qui ne posseéde que = comme racine (avec
x € K). Sinon posons Irr(z, K) = X2 +aX +b. Soit y € © une autre racine de X2 +aX +b.
On a alors b = zy puis y = % e L.

c. Soit € K* on alors 22 € (K*)? C (L*)?, 22 € K, da? = (Vdx)? € (L*)? et dz? € K. On
obtient alors (K*)2 U d(K*)? C (L*)? N K. Réciproquement. Soit y € (L*)?> N K. On a alors
y = 22 avec x € L*. Il existe donc a,b € K avec a # 0 ou b # 0 tel que = a + bv/d. On a
y = 22 = (a® + bd?) 4 2ab\/d. De y € K on obtient 2ab = 0 puis ab = 0 (car car(K) # 2).
Sia =0etdonch # Oonax € K*etdoncy € (K*)2.Sib = 0etdonca # 0, ona
y =db® € d(K*)?.Onadoncy € (K*)2Ud(K*)? puis (L*)2N K C (K*)2Ud(K*)2.
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d. i. Supposons Q(v/d)/Q de degré 1 on a alors vd € Q. Il existe alors a,b € Z avec b # 0,
aAb=1tel que Vd = 7-Onaalors d = ‘;—;puisde =a’ Sia=+1alorsd = b% e
et donc b> = 1 puis d = 1 impossible car 1 n’est pas divisible pas un carré (1 = 1?).
Supposons alors a # +1. L’entier a est alors divisible par un premier p. On a donc p? divise
db?. Comme a et b sont premiers entre eux, b n’est pas divisible par p et donc p? divise d
ce qui est impossbile par hypothése.On a donc v/d ¢ Q. L’extension Q(\/&) /Q est donc de
degré > 2. Comme X2 — d € Q[X] est annulateur de v/2 on a Irr(v/d, Q)|(X? — d) et donc
Irr(v/d, Q) = X2 — d puis [Q(v/d) : Q] = 2. De méme [Q(v/d') : Q] = 2. On a alors

M =Q(Vd,Vd)
/ .

Q(/d)
T . -

Q(Vd)

Comme X? — d’ est en particulier un polyndme de Q(v/d)[X], on a que Irr(v/d', Q(v/d)
divise X2 — d’ et donc I’extension M/Q(+/d) est de degré au plus 2. Si elle était de dégré
1 alors on aurait vd’ € Q(v/d) et donc d' € (Q(+v/d)*)? N Q qui est (Q*)% U d(Q*)2.
On aurait donc d’ € (Q*)? U d(Q*)2. L’appartenance d’ € (Q*)? implique vd' € Q* et
contredit [Q(v/d’ : Q] = 2. Tandis que d’ € d(Q*)? implique que d’/d soit un carré, ce qui
est impossible par hypothése. On a donc [M : Q(v/d)] = 2 puis [M : Q] = 4.

ii. Montrons que Q(v/dd’)/Q est une extension quadratique. Si elles est de degré 1 alors /dd’
appartient 2 Q* et donc v/dd' = gaveca,b € Z,b#0,aANb=1etdoncdd = Z—z puis

d _ a?

7= Bz e qui est impossible par hypothese. L exstension Q(v/dd’) /Q est donc de degré

supérieur ou égale 2. Comme \/dd’ est racine de X2 — dd’ € Q[X] elle est quadratique.
Comme précédement supposons Vdd' € Q(v/d) = L. On a alors dd' € (L*)>NQ =
(Q*)2 U d(Q*)2. On ne peut pas avoir dd’ € (Q*)? car sinon Q(v/dd') /Q serait de degré 1.
De méme si dd’ € d(Q*)? alors d’ € (Q*)? et alors Q(v/d')/Q serait de degré 1. On a donc
VAd ¢ Q(v/d) et done Q(VAd) £ Q(v/d) de meme, Q(Vdd') # Q).

M = Q(Vd,Vd)
7l N

Jad V@)

QWd)  QWdd)  Q(
Xz /

Q



Soit N C M tel que N/Q soit quadratique. Par le a), il existe e € Q* \ (Q*)? tel que N =
Q(v/€). On a alors Q € Q(y/e) € M. On ne peut avoir vd € Q(y/e) et Vd' € Q(y/e) car
sinon on aurait M = Q(y/e).

Supposons Vd ¢ Q(y/e). On alors M = Q(y/e)(v/d) et en particulier vVd' € Q(v/e)(V/d) et
donc d est un carré (non nul) dans Q(v/€)(v/d). Le ¢. implique alors d’ € Q(y/e)? U dQ(+y/e)?.
Si d’ appartient 2 Q(y/¢)? alors Vd' € Q(v/e) et alors Q(y/e) = Q(v/d’). Supposons donc
&' € dQ(y/e)?

Il existe alors a, b € Q tels qu’on ait
d' = d(a+ bye)? = d(a® + b%e + 2abv/e) = (da® + edb?) + 2abd+/e.

De d € Q on obtient alors 2abd = 0 puis ab = 0. Si on a @ = 0 alors d = edb? puis
dd' = ed®b? et donc v/dd' = bd+/e il en suit Q(y/e) = Q(v/dd'). Sion ab = 0 alors d’ = da?
et donc a? = d'/d, ce qui est impossible par hypothese sur d et d'.

iv. On pose a = v/d et b = v/d'. La famille {1, a,b,ab} est alors une base de M sur Q. La matrice
représentative de 1’application m, 1, (multiplication par Vd + V/d') est alors

0 d d 0
10 0 d&
1 0 0 d|’
01 1 0

qui pour polyndme minimal P = X* — 2(d + d')X? + (d — d')? = Q(X?) avec Q(X) =
X2 —2(d+d)X + (d — d')?. Le discriminant de @ est

A= (=2d+d)?—4(d-d)V =4(d+d)? - (d—-d)?
= 4(d* + 2dd' + d"* — d?® + 2dd' — d”*) = 16dd.

On obtient alors VA = 4v/dd’ et les racines de Q sont

_2d+d) —4dd

z1 = 5 —d+d —2Vdd
! / !
$2=2(d+d)2+4 W gy d+o/ad

Ainsi les racines de P = Irr(v/d + V', Q) sont \/z1, —\/T1, /T2, —/T2. De Vdd' ¢ Q on

obtient que P n’a pas de racines dans QQ. Supposons par 1’absurde
P = (X?+aX+b)(X?+d X +V) = X*+(a+ad) X+ (ad +b+) X* + (ab/ +a'b) X + bV,

on obtient alors le systeme

a+a =0
ad' + b+ =-2(d+d)
abl + a'b =0

b =(d—d)?

Ainsi on doit avoir a = —a’ puisb — & = 0etdonc b = b'.Onadonc b =V = +(d — d'). Si
b=d—donaad +b+V =ad +2d —2d = —2d — 2d’ et donc aa’ = 4d puis a = £2v/d
ce qui est impossible. De méme si b = d’ — d on obtient @ = +2+/d’ ce qui est aussi impossible.
Le polyndme P étant irréductible, I’extension Q(v/d 4+ v/d')/Q est de degré 4 et on obtient
M =QWd+ V).



