I. Anneaux de fractions

Dans ce chapitre A désigne un anneau intégre (unitaire, différent de {0}, et sans diviseur de zéro).
1. Construction des anneaux de fractions

Définition 1. On dit qu’une partie S de A est multiplicative si 1 € S,0 & Setsizy € S pour tout x, y
de S.

Exemples.
— S = A\ {0}, car A est integre.
-5 = A"

— S = A\ p ou p est un idéal premier de A (en particulier # A). Comme p est différent de A on a
l&petdoncl € S.Deméme 0 € petdonc0 ¢ S.Siz,y € Salorsz € pety & ppuisxy & S et
donc zy € S.

Sur le produit S x A on considere la relation (s,a) ~ (s',d’) si sa’ = s a.
Lemme 2. La relation ~ est une relation d’équivalence sur S x A.
Démonstration. La réfléxivité et la symmétrie de ~ sont immédiates. Soient (s, a), (s',a’), (s”,a”) des

éléments de S x A tels que (s,a) ~ (s',ad') et (s',a") ~ (s”,d”). De la commutativité de A et des

relations sa’ = s’a et s”a’ = s’a”, on obtient

/. "/ " ! i /1 /]
ssa=S§Ssa=$ssa =sas=8sa S=ssa,

puis s'(s”a — sa”) = 0. Comme s’ est dans .S, qui ne contient pas 0, et que A est un anneau intégre, on
as”a = sa” puis (s,a) ~ (s”,a"). Larelation ~ est donc transitive. O

On note S~ A I’ensemble des classes d’équivalences de S x A modulo ~, c’est-a-dire S~'A =
(S xA)) ~.

Proposition 3. Les opérations

op: (SxA)? — (SxA) ox 1 (Sx A)? — (SxA)
(s1,a1),(s2,a2) +— (s152,s1a2 + s2a1) (s1,a1),(s2,a2) +— (s182,a102)

sont compatibles avec la relation ~.

Démonstration. Le role de (s1,a1) et (s2, ag) étant symétrique, les opérations o et oy sont commuta-
tives. Il est donc suffisant d’établir o4 (s, a}), (s2,a2)) ~ 04+ ((s1,a1), (s2,a2)) etox ((s},a}), (s2,a2)) ~
0x((s1,a1), (s2,a2)) pour (s},a}) ~ (s1,a1). De (s}, a}) ~ (s1,a1) on obtient sja; = sja}.Ona

0x ((s1,a1), (s2,a2)) ~ 0x((s1,a1), (s2,a2)) & (5152, ataz) ~ (s152,a1az)

<~ 5’152a1a2 = slsgallag.

Encore par sja; = s1a) on obtient s seajas = sjaisas = s1a)s2as = s1s2a]as. Le cas de o4 est
traité a I’exercice 1 du TD 2. O

On peut ainsi définir les deux lois internes suivantes sur S~!A :

Hoia:STAXSTA 5 S1A Xg4:STAXSTA = S1A
(s1,a1),(s2,a2) — (s152,s102 + s2a1) (s1,a1),(s2,a2) — (s152,a102)
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Théoréme 4. Muni des lois +¢-14, X g-14, I’ensemble S~ A est un anneau commutitatif unitaire.
L ’application i = ig-14 : @ — (1, a) est un morphisme d’anneau injectif de A dans S—!A. De plus pour
tout s € S, I’élément (s, 1) est inversible d’inverse (1, s).

Démonstration. A 1’aide de fastidieux calculs on montre directement que (S™1A, +g-14, Xg-14) est
un anneau commutatif ayant Og-14 = (1,0) comme neutre et 1g-14 = (1,1) comme unité et que
i est un morphisme injectif d’anneau. Soit s € S alors (s, 1) et (1,s) sont des éléments de S~1A
vérifiant la relation (s, 1)(1,s) = (1,1) = 1g-14. Quelques uns des axiomes seront établis a I’exercice 2
du TD 2. O

Corollaire 5. Pour S = A\ {0} I’anneau S~ A est un corps, appelé corps des fractions de A.

Démonstration. Soit a et s des éléments de S = A\ {0}.Onona (s,a)(a,s) = (sa,as) = 1g-14. Les
autres couples (a,b) de S x A sont obtenus avec a = O et s € S. De (s,0) = 0g-14 on obtient alors
(S71A)" = S71A\ {0g-14} et donc S~1A est un corps. O

Les éléments (s, a) du corps des fractions de A sont notés ¢ aveca € Aets € A\ {0}.

Proposition 6. Soit S une partie multiplicative de A, B un anneau et f : A — B un morphisme
d’anneaux tel que f(S) C B*. Il existe un unique morphisme ¢ : S~'A — B tel qu’on ait la relation

f=¢oigiaDeplusi ((s,a)) = f(5)"f(a)

Démonstration. Supposons que ¢ existe. Alors pour ¢ € S~ 1A, ona
¢ ((50) =0 (D TD) = (D) ¢ (L) =¢ () ) ¢ (T a)
= o (M09) o (M) = plils) " elila) = £(5)7 ()

Ainsi, si le morphisme ¢ existe, il est unique. Montrons que I’application ¢ : S~'A — B définie par
¢ (%) = f(s)"'f(a) est bien définie et que c’est un morphisme d’anneaux. Comme f(S) C B*, le
symbole f(s)~!f(a) existe pour tout (s,a) € S x A. Montrons que f(s)~!f(a) ne dépendant pas du
représentant de (s, a). Soit (s,a) et (s',a’) deux couples de S x A vérifiant la relation (s, a) ~ (s',a’).
Ona

F)TH(@) = F(8) T ()T f(s)f(a) = ()T ()7 f(sa') = f(s) 71 f(s) 7 f(5'a)
= ()7L () T fla) = F(8) TS f(5) T fla) = f(s) 7 f(a).

La fonction ¢ est donc bien définie. On montre immédiatement que ¢ est un morphisme d’anneau (uni-
taire). L]

»

Proposition 7. Soit K le corps de fraction de A et S une parie multiplicative de A, I’anneau S—' A est
isomorphe a un sous-anneau de K formé des €léments ¢ aveca € Aets € S.

Démonstration. Posons i =iy : A — Ketj=1ig-14: A — S™'A Leséléments de K \ {0} étant
inversible dans K il en est de méme de i(S), car 0 ¢ S Par la Proposition 6, il existe un morphisme
d’anneaux ¢ : S~'A — K définie par ©((s,a)) = i(s)"'i(a) et vérifiant i = poj. Soit (s, a) un élément
de ker(p). Alors 0 = o((s,a)) = i(s)'i(a). Comme i(s) " est non nul et K intégre, on a i(a) = 0
puis a = 0 par injectivité de i. De (s,0) = (1,0) = Og-14 on obtient que ¢ est injective. Ainsi S~ A
est isomorphe a (S~ A) qui est un sous anneaux de K. De plus ¢((s,a)) = i(s) li(a) = 14 = ¢

S

pour tout (s,a) € S x A. O

On peut ainsi identifier tous les anneaux de fractions de A comme sous-anneaux du corps de fraction
de A.

Exemple. Pour A = Z et S = {10 | k € Z}, ’anneau de fraction S~'A est I’anneau des nombres
décimaux de Q.
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2. Un critere d’irréductibilité

Proposition 8. Soit A un anneau factoriel, K son corps de fraction. Si F' € A[X] n’est pas le produit de
deux polynomes de A[X] de degré > 1 alors F' est irréductible dans K[ X].

Proposition 9. Supposons F' réductible dans K[X]. Il existe alors F’ et G dans K[X] tels que F' = GH
avec deg(G) > 1 et deg(H) > 1. Soit @ un multiple commun des dénominateurs des coefficients de G.
Onaalors a € Aet Gi = aG € A[X]. De méme il existe b € A tel que H; = bH € A[X]. On a ainsi
obtenu la reduction abF = G1H; dans A[X]. Comme A est factoriel, il existe u € A* et p1,...,py
des éléments irréductibles de A tels que ab = upy - - - p,. On rappel que les irréductibles de A sont
irréductibles dans A[X] (lemme de GausB). De p; divise abF' on obtient p; divise G ou Hj. Si p;
divise G on note G2 le polyndme de A[X] vérifiant G; = p;G9 et on pose Hy = Hj. Si p; ne divise
pas (i1 alors il divise H1, on pose alors Go = G et H; = pH>. On obtient alors ups - - - p, F' = GoHo
dans A[X]. En continuant ainsi pou pa,...,py, on arrive a uF' = G, H, dans A[X]. Finalement on
pose G’ = u~'G, € A[X]et H = H, ce qui donne F = G'H’ dans A[X] et donc F est réductible
dans A[X]. On a ainsi établit la contraposée de la proposition.

Théoreme 10 (Critere d’Einsenstein). Soit A un anneau factoriel de corps de fraction K,
F=a, X"+ - 4+a1X +ag

un polyndme de A[X] de degré n > 1 et p un irréductible de A. On suppose p { a,, p | a; pour0 < i <n
et p? t ag alors F est irréductible dans A[X] et donc dans K[X].

Démonstration. Supposons qu’il existe deux polyndmes non constants G et H de A[X] tels que F' =

GH. On pose
G:quq+'--+b1X+b0, et H:CTXT+"‘+01X+CO,

avec g = degG > letr =degH > 1. On a ap = bgcg. Ainsi p divise exactement un seul des entiers
bo et co. Quitte a échanger G et H on peut supposer p | ¢o et p { by. Puisque a, = byc, n’est pas
divisible par p, le coefficient ¢, n’est pas divisible par p. Soit k le plus petit entier tel que p 1 cx. On a
nécessairement k < r < n. En posant b; = 0 pour ¢ > ¢, on obtient

ar = bock, + bicp—1 + - - + cibo.

Comme p ne divise pas bycy, mais tous les autres termes de la somme, on p  aj, ce qui est impossible. [

3. Résultant

Définition 11. Soit A un anneau commutatif, ¥’ = a, X"+ - -+a1 X +ap et G = b, X" +- - -+01 X +bg
des polyndmes de A[X]| de degré n et m strictement positif. La matrice de Sylvester de F' et GG est

fan, O 0 by 0 ... 07
0
Syl(F, G) =™ -0 : bm € Mn-‘rm(K)'
0 an by
0
L O 0 ag 0 0 bo J

Le déterminant de la matrice Syl(F, G) est noté Res(F, G), c’est le résultant des polyndmes F' et G.
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Théoreme 12. Soit A un anneau factoriel et F', G deux polyndmes de A[X]. Alors Res(F,G) = O si et
seulement si F' A G # 1.

Démonstration. Exercice 3 du TD 2. O

Définition 13. On appelle discriminant d’un polynéme F' de degré n > 2
n(n—1)
—1
A = EV T pem R,
Qn
ou a,, est le coefficient de plus haut degré de F'.
Remarque 14. Certains auteurs posent directement A(F') = Res(F, F").

Corollaire 15. Soit & un corps de caractéristique 0. Un polyndme F' de k[X| de degré > 2 admet une
racine multiple dans une cloture algébrique de k si et seulement si A(F) = 0.

Démonstration. Exercice 3 du TD 2. O

Dans le corollaire précédent le corps est de caractéristique non nul pour pouvoir utiliser le critere : F'
admet une racine multiple (dans une cloture algébrique) de & si et seulement si pged(F, F') # 1.



II. Extension de corps

Rappel : Soit A un anneau commutatif et / un idéal de A.
— I est premier si A/I est un anneau intégre (en particulier unitaire);
— I est maximal si A/I est un corps;
— si A est principal, 1’idéal I est premier # {0} si et seulement s’il est maximal.

Soit A un anneau integre. Il existe un unique morphisme d’anneaux c : Z — A tel que ¢(1) = 14.
On a alors
C(n) =la+---+14 et c(—n) = (_1A)+"'+(_1A)-
—_—

n fois n fois

L’image de c est un sous-anneau de A qui est integre et est donc lui aussi intégre. Par ailleurs on a
Z] ker(c) ~ Im(c) et donc Z/ ker(c) est integre. Il en suit que ker(c) est un idéal premier de Z. On a
donc ker(c) = 0 ou ker(c) = pZ avec p un nombre premier. L’anneau A contient donc un sous anneau
isomorphe a exactement 1’un des anneau Z ou Z/pZ.

Définition 1. Soit A un anneau integre. On dit que A est de caractéristique 0 s’il contient un sous-anneau
isomorphe a Z et de caractéristique p s’il contient un sous-anneau isomorphe a Z/pZ.

Dans le cas ou A est en particulier un corps, on a que A contient une copie de Q (cas de la ca-
ractéristique nulle) ou une copie de I, (cas de la caractéristique p). On parle de sous-corps premier.

1. Extension de corps

Définition 2. Etant donnée deux corps L et K, on dit que L/ K est une extension si K est inclus dans L.
On dit aussi que L est une extension de K.

On prendra garde a ne pas confondre I’extension L /K avec un quotient.

Exemples. C/R est une extension de corps. Si Q(7") est le corps des fractions rationnelles a une
indéterminée, Q(7")/Q est une extension de corps.

Proposition 3. Si L/ K est une extension de corps, alors L est muni naturellement d’une extension de
K-espace vectoriel.

Démonstration. Laloi + est celle du corps L. On définit la multiplication scalaire par

- KxL — L
(Avy) = )\'Lyv

qui est bien défini car K C L. On vérifie alors immédiatement qu’on munit ainsi L d’une structure de
K-espace vectoriel. 0

Définition 4. Soit L/K une extension de corps. Si L n’est pas finiment engendré comme K -espace
vectoriel, on pose [L : K] = +oo sinon [L : K] = dimg(L). C’estledegré de L/ K. Si[L : K| < +o0,
on dit que L/ K est une extension finie.

Exemple. Ona [C: R] =2et[Q(T) : Q] = +o0.

Théoreme 5. Soit K C L C M des corps, (e;)1<i<n une base de L sur K et (f;)1<j<m une base de M
sur L. Alors la famille (e; f;); j est une base de M sur K.
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Démonstration. Montrons que la famille (e; f;); j est K-libre. Soient a; j avec 1 <i<netl <j<m
des éléments de K vérifiant 37, >, a;je;f; =0.Ona

§:§:amﬁﬁf=§:§:am%ﬁ==§:(E:am%>frZEZQN}
i=1 j=1

i=1 j=1 j=1i=1 j=1

La famille ( fj)1<;<m étant libre sur L tandis que les c; sont des éléments de L. Ainsi pour j € {1,..,n}
on obtient
n
Oéj = Zamei =0
i=1

Comme la famille (e;) est une base, on obtient ayj = -+ = apj = 0. Finalement on a montré a; ; = 0
pourtout 1 <7 <netl <j<m.

Montrons que la famille (e; f;); j est K-génératrice de L. Soit = un élément de M. Comme (f;) est
une famille L-génératrice de M il existe (b;); dans L vérifiant x = 377", b; f;. Soit j € {1,...,m}.
Le coefficient b; est un élément de L. Comme (e;) est une famille génératrice il existe (a; j); de K tels
qu'on ait b; = Y " | a; je; et donc

m n
xr = E E ameifj.

j=1 i=1

La famille (e; fj)i,j étant libre et génératrice, c’est une K -base de M. ]

Corollaire 6. Soit M /L et L/K deux extensions de corps. Si [AM : L] et [L : K] sont finies alors
[M : K] est finie et on a la relation [M : K| = [M : L][L : K].

Définition 7. Soit L /K une extension de corps et .S une partie de L. On note K (S) le plus petit sous-
corps de L contenant K et S.

Lemme 8. Soit L/K une extension, S une partie de L. Le sous-corps K (S) est la réunion des K (3) ou
3} parcours les parties finies de S :

K= |J K©®
£CS
card(X)<+4o0

Démonstration. Notons K’ la réunion des K (X). Comme A C B implique K(A) C K(B), on obtient
que K’ est incluse dans K (S). Montrons I’inclusion réciproque. Pour cela il suffit de montrer que K’
est un sous-corps de L contenant K et S. Comme K’ contient K, on a {0,1} C K'. Soient z1 et zo
deux éléments de K. 1l existe alors X1, %9 C S tel que 1 € K(X1) et 29 € K(X9) avec X7 et Yo
finis. Posons ¥ = 31 U X9. On a donc z1, 22 € K(X) et ainsi « + y, —z et zy sont dans K (X) C K.
[’ensemble K’ est donc un corps contenant K. De

SCY K({sh) C K,

seS

on obtient K (S) C K'. O

Définition 9. Si S est finie, S = {aq,...,a }, on note K(ay,...,a,); 'extension L/K est dite mo-
nogéne s’il existe a € L tel que L = K(«).



2.Eléments algébriques 7

2. Eléments algébriques
Soit L/ K une extension de corps et « un élément de L. On définit I’homomorphisme d’évaluation

evy: K[X] — L
F — F(a)

Comme L est integre, I'image de ev,, est donc aussi integre. De Im(ev,) ~ K[X]/ker(ev,), on ob-
tient que ker(ev,) est un idéal premier de K[X]. On a donc soit ker(ev,) = (0) ou bien il existe un
polyndme P irréductible et unitaire dans K [X] tel que ker(ev,) = (P).

Définition 10. Soit L/K une extension de corps, o un élément de L. Si ker(ev,) = (0) on dit que
« est transcendant sinon « est dit algébrique, le polyndme unitaire P engendrant ker(ev,,) est alors le
polyndéme minimal de « sur K, on le note Irr(«, K).

Exemple. Dans I’extension C/R, tout élément x = a + ib avec a, b € R est algébrique sur R : si b = 0,
il est racine de X — a, si b # 0 il est racine de X2 — (2a)X + a® + b? et c’est deux polyndme sont
irréductibles sur R.

Proposition 11. Soit M /L et L/ K des extensions de corps et & € M un €élément algébrique sur K.
Alors « est aussi algébrique sur L.

Démonstration. 11 existe un polynéme irréductible de K[X] tel que P() = 0. De K C L, on peut
considérer P € L[X]. Il existe alors un diviseur irréductible @) de P dans L[X] tel que Q(«) = 0. Il en
suit que « est algébrique sur L. 0

Corollaire 12. Soit L/K une extension de corps et x, y deux éléments de L avec y algébrique sur K.
Alors y est algébrique sur K (x).

Théoreme 13. Soit /L une extension de corps et o € L. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
—1) «est algébrique sur K,
—it) K(a) = Kla],
—iti) [K () : K] < 400, plus précisément [K («) : K| = deg(Irr(a, K).

Démonstration. Montrons i) = ii) On a K[a] = Im(ev,) puis Im(ev,) ~ K[X]/(P). Comme P est
irréductible, 1’idéal (P) est premier puis maximal (car K [X] principal) et donc K [X]/(P) est un corps.
Il en suit que K o] est un corps contenu dans K («) et contenant K et a. On a donc K[a| = K(«).
Montrons i) = ). Par ce qui précede on a soit K[a] = K[X]/(P) avec P irréductible soit K[«]
est isomorphe a K[X]. Or K[X] n’est pas un corps tandis que K («) en est un. On a donc forcément
K[a] = K[X]/(P) et a est algébrique sur K.
Montrons i7) = 4i7). Par i) = i) on a que « est algébrique sur K. Posons n = deg(Irr(a, K)). En

tant que K -espace vectoriel, K[a] a pour base la famille (1, ¢, ..., o™ !). Ainsi de K(a) = K|a] on
obtient [K () : K| = n = deg(Irr(a, K)).

Montrons #ii) = ii). Posons n = [K(«) : K]. La famille 1, v, ..., o™ est donc liée. Il existe ainsi
un polyndme P de degré au plus n tel que P(a) = 0. L’élément « est donc algébrique sur K. De
i) = i1) = i13) on obtient n = [K () : K] = deg(Irr(a, K)). O
Corollaire 14. Soient L/K une extension o € L un élément algébrique. La famille (1, v, ..., a" 1) est

une K-base de K («) avec n = [K(«a) : K| = degp (Irr(a, K)).

Démonstration. Montrons que c’est une famille libre. Soit Ag, ..., A,—1 des éléments de K tels qu'on
ait 27" Ao’ = 0. Posons Q(X) = Y27 A\, X" On a alors deg(Q) < n — 1 et Q(a) = 0. De
n = deg(Irr(a, K)) on obtient @ = 0 etdonc \g = --- = A\,_1 = 0. La famille 1, a,...,a" ! est

donc libre. Comme elle est de cardinalité n, c’est une base de K («) sur K. O
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Quand on parle d’élément algébrique (resp. transcendant) sans plus de précision il s’agit de nombres
complexes algébrique (resp. transcendant) sur Q.

Définition 15. On dit qu’une extension de corps L/ K est algébrique si tout élément de L est algébrique
sur K.

Proposition 16. Si I’extension de corps L/ K est finie alors elle est algébrique.

Démonstration. Soit o € L. Le sous anneau K[| est un sous K -espace vectoriel de L. Comme le degré
[L: K] = dimg (L) est fini, on a que dimg K[| est aussi fini. On conclut par le théoreme 13. O

Attention la réciproque est fausse en générale.

Théoreme 17. Soient L/K et M /L deux extensions de corps telles que L/K soit algébrique et = un
élément de M algébrique sur L. Alors x est algébrique sur K.

Démonstration. Soit P € L[X] le polyndme minimal de z sur L. Ecrivons P = Y7, a;X". On a donc
a; € Lpouri =0,...,n—1eta, = 1. Considérons la suite de corps

K=KyC Ky =K(a)C--CK; =K(ag,...,a;-1) C---C K, = K(ag,...,ap-1).

Pour chaque ¢ le coefficient a; est algébrique sur K (car L/K est algébrique) et donc aussi sur K.
L’extension K;11/K; est donc algébrique et monogene. Le degré [K;y; : K| est donc fini (c’est le
degré du polyndme minimal de a; sur K;). Comme les coefficients a; sont dans K,,, ’élément = est
algébrique sur K, et donc I’extension [Ky(z) : K] est algébrique et de degré finie. Par le corollaire 6
on obtient

[Kp(z) : K] = [Ki(z) : Kp] X [Kp : Kp—q] X -+ x [Ky: K] x [K7 : K] < 400
Par la proposition 16, I’extension K, (z)/K est algébrique et donc x est algébrique sur K. 0
Corollaire 18. Soient M /L et L /K deux extensions algébriques. Alors M /K est une extension algébrique.
Démonstration. Tout élément x de M est algébrique dur L et donc sur K par le théoréme précédent. [

Corollaire 19. Soit /K une extension, = et y deux éléments de L algébriques sur K. Alors = + y et
zy sont algébriques sur K.

Démonstration. Considérons le sous corps K(z,y) de L. On a K(x,y) = K(x)(y) et I’extension
K(y)/K est algébrique. L’élément x est algébrique sur K et donc en particulier sur K (y) par la propo-
sition 11. On obtient donc que K (z)(y) = K (z,y) est algébrique sur K. On conclut en remarquant que
x +y etz x ysontdans K (z,vy). O

Corollaire 20. Soit K un corps et P un polynome irréductible dans K [X]. Posons L = K[X]/(P) et
identifions K et son image dans L (c’est-a-dire K C L). Alors L/K est une extension algébrique.

Démonstration. Le corps L est un K-espace vectoriel de dimension finie. L’extension L/K est donc
algébrique par la proposition 16. O

Corollaire 21. Soient M /K une extension et L I’ensemble des x de M algébrique sur K. Alors L est
une extension algébrique de K.

Démonstration. Par le corollaire 19, I’ensemble L est un sous-anneau de M. Soit z € L\ {0}. On a
K(x) C L avec K(z) corps, d’ou = € K(x) C L. Lanneau L est donc un corps contenant K.
Comme tout élément de L est algébrique sur K, c’est une extension algébrique de K. O



II1I. Extensions normales et séparables

Nous allons nous intéresser a deux problémes. Etant donné un polynéme P € K[X]:

— construire une extension L de K dans laquelle P possede une racine a,

— construire une extension M de K dans laquelle P se décompose en un produit de polyndmes de
degré 1.

1. Corps de rupture - Corps de décomposition

Pour le premier probléme, on peut se restreindre aux polyndmes irréductibles de degré > 1.

Définition 1. Soit X un corps et P € K[X] un polynéme irréductible. Une extension L/K est un corps
de rupture de P sur K si L est monogene, L = K(a), avec P(a) = 0.

Théoreme 2. Soit P € K[X] irréductible. Il existe un corps de rupture pour P sur K, unique a isomor-
phisme pres.

Démonstration. Montrons 1’existence. On prend L = K[X]/(P), ¢’est un corps puisque P est irréductible.

On pose @ = X et n = deg(P). Comme K-espace vectoriel, L admet la base (1,q,...,a" 1), Par
construction on a P(a) = P(X) = P(X) = 0 etdonc L = K(«). Pour I'unicité, on va démontrer le
résultat suivant. O

Lemme 3. Soient K, K’ deux corps, 7 un isomorphisme du corps K sur K’ et P un polyndme irréductible
de K[X]. On pose P’ = i(P) (ses coefficients sont images de ceux de P par 7). Soit L = K («) un corps
de rupture de P sur K et L' = K'(a/) un corps de rupture de P’ sur K'. 1l existe un unique isomor-
phisme ¢ de L sur L’ tel que p(a) = o/ et p|g = 1.

Démonstration. On prolonge i en un isomorphisme de K[X] sur K'[X] en posant i(X) = X. L’image
de I’idéal (P) est (i(P)). On en déduit un morphisme i entre les quotients K [X]/(P) et K'[X]/(i(P)).
Comme K [X]/(P) est un corps, I'isomorphisme 7 est injectif. Les K -espaces vectoriels K[X]/(P) et
K'[X]/(i(P)) étant de méme dimension finie, 7 est un isomorphisme. En posant u(X) = « on construit
un morphisme de K[X]/(P) dans L = K («) vérifiant u|x = idg. Ce morphisme est injectif (comme
tout morphisme de corps) et surjectif, ¢’est donc un isomorphisme. De méme on a isomorphisme u’
de K'[X]/(i(P)) dans L' = K'(a/) vérifiant u'(X) = . On pose alors ¢ = u/ 05 o u~'. On vérifie la
relation ¢|x = | = i ainsi que

pla) = ' (i(u™! () = /(X)) = v/ (X) = o.
De L = K(«), on obtient que ¢ est entierement déterminée par les conditions p(«) = o’ et p|x = i.
D’ou I'unicité. O

Fin démonstration du théoréme. On pose K = K' eti = idg et donc P’ = P. O

Remarque 4. Si L est corps de rupture sur K de P, ce dernier peut ne pas étre entierement factorisé
sur L : par exemple Q(+/2) C R est un corps de rupture sur Q de X® — 2 mais ne contient pas ses deux
autres racines non réelles /25 et v/2j2. Si M /K est une extension, M peut contenir plusieurs corps de
rupture du méme polynéme P : les sous-corps Q(v/2), Q(+/25) et Q(+/252) de C sont trois corps de
rupture distincts pour X3 — 2 sur Q.

Définition 5. Soient L, L’ deux extensions d’un corps K, on appelle K-isomorphisme de L sur L’ tout
isomorphisme de corps de L sur L’ dont la restriction sur K est I’identité. Dans le cas ot L = L’ on
parle de K -automorphisme.
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Définition 6. Soit P € K[X] (irréductible ou non) de degré n > 1. Un corps de décomposition de P
sur K est une extension L de K telle que :

—dans L[X], P est un produit de polyndme de degré 1,

— L est minimal pour cette propriété (i.e. L est engendré par les racines de P).

Théoreme 7. Pour tout polyndéme P € K[X] de degré > 1, il existe un corps de décomposition, unique
a isomorphisme pres.

Démonstration. Montrons I’existence. On procede par récurrence sur le degré n de P. Sin = 1, le
corps K convient. Supposons I’existence d’un corps de décomposition établie pout tout corps M et tout
polyndmes de M[X] de degré < n. Soit P € K[X] de degré n + 1 et ) un facteur irréductible de P.
Soit K’ un corps de rupture de @ et x une racine de ) dans K’. On a donc K’/ = K (z). Dans K’ on a
P = (X—x)R(X).Comme deg(R) = n < deg(P), le polyndme R admet un corps de décomposition L
sur K'. Notons 1, . .., yp les racines de R. Ainsi L = K'(y1,...,yn) = K(x,y1,...,yn) est corps de
décomposition de P. Pour I’unicité on va démontrer un résultat plus précis. 0

Lemme 8. Soient K et K’ deux corps, ¢ un isomorphisme de K dans K’, P un polyndme de K[X].
Soient L un corps de décomposition de P sur K, L' un corps de décomposition sur K’ de P’ = i(P) €
K'[X]. 1l existe un isomorphisme ¢ de L dans L’ qui prolonge i.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur le degré de P. Sideg(P) =lalors L = Ket L' = K’
et on pose alors ¢ = i. Supposons le résultat établi pour tout corps M, tout polynome de M [X] de degré
< n et tout isomorphisme 7). Soit P un polyndme de degré n + 1. Soit o« € L une racine de P. Elle est
racine d’un facteur irréductible () de P. Posons Q' = i(Q); c’est un facteur irréductible de P’. Comme
L’ est corps de décomposition de P’ il existe o’ € L’ racine de Q’. Les corps K (a/) et K'(’) sont corps
de ruptures de @Q et Q" sur K et K’ respectivement. Soit ¢ I'isomorphisme de K («) sur K'(a’) qui
prolonge i et vérifiant ¢)(«) = o’. On a

R = P'/(X = d) =i(P)/(p(X) — () = p(P) /(X — a) = (P/(X — ) = ¢(R).
Les polyndémes R et R’ sont de degré n. Les corps L et L’ sont corps de décomposition de R et R’ =

P(R) sur K () et K'(/) = (K («)) respectivement. Par hypotheése de récurrence il existe donc un
isomorphisme ¢ de L dans L’ qui prolonge ) et donc 1. 0

Fin démonstration du théoréme. On pose K = K’ eti =idg.Onaalors P = P’. O

Définition 9. Soit K un corps, une extension K est une cloture algébrique de K si :
— K est algébriquement clos,
— K est algébrique sur K.

On a montré en exercice I’existence d’une cloture algébrique Q de Q dans C. Attention C n’est pas
une cloture algébrique de Q.

Théoréme 10 (Steinitz 1910). Tout corps K admet une cloture algébrique. Si Q et 2 sont deux clotures
algébriques de K, il existe un K -isomorphisme de €2 sur €.

Démonstration. Admise. O

Corollaire 11. Soit K un corps, 2 une cloture algébrique de K et E/ K une extension algébrique finie.
Il existe un K -isomorphisme de F sur un sous corps de ).
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2. Extensions normales

Soit K un corps et €2 une cloture algébrique de K fixée une fois pour toute.

Définition 12. On dit que deux éléments x et ' de €2 sont conjugués sur K s’ils ont le méme polyndéme
minimal sur K.

Si K () et K(z') sont des corps de rupture d’un méme polynéme P, il existe d’aprés le lemme 3, un
K -isomorphisme de K () sur K (2') tel que p(x) = 2/. Réciproquement étant donné deux éléments x
et 2’ de Q. S’il existe un K-isomorphisme ¢ de K (z) dans un corps L tel que ¢)(x) = 2’ alors les
corps K (x) et K(z') sont K-isomorphes. Il en suit que les éléments x et 2’ ont le méme polyndome
minimal : si P = Irr(z, K) alors on a

0=1(0) = ¥(P(z)) = P(¢(z)) = P(a'),

et donc Irr(a’, K) divise P. Comme on a aussi que Irr(z, K') divise Irr(2/, K), on obtient Irr(z, K') =
Irr (2, K).

Définition 13. Une extension algébrique L/K est dite normale si elle contient tous les conjugués se
chacun de ses éléments.

Ainsi si L/ K et une extension normale et z € L, toutes les racines de Irr(x, K') sont dans L.

Exemples.

— Une extension quadratique L/K est normale.

— Une extension cubique n’est pas toujours normale : si K = Q et L = Q(x) ou z est une racine de
X3 — 2, I’extension L/K n’est pas normale. Par contre si K = Q(j) et L = K(z)et L = K(x) ol z
racine de X3 — 2 alors L/K est une extension normale.

Proposition 14. Si L/ K est une extension finie, pour qu’elle soit normale, il faut et il suffit que L soit
le corps de décomposition d’un polynéme de K [X].

Démonstration. Supposons que L /K soit normale et de degré fini n. Soient x1, . .., z,, une K -base de L
et ' = [[;_, Irr(x;, K). Le polynoéme Irr(z;, K) ayant x; comme racine dans L, toutes ses racines sont
dans L (car L est normale). Ainsi Irr(z;, K) est produits d’irréductible de degré 1 dans L[X]. 1l existe
donc yi,...,ym € Ltelsque F' =[], (X — y;). On a alors

L=K(z,...,2x) S K(y1,...,ym) € K(x1,...,2m) = L.

Il en suit que L est le corps de décomposition de F'.

Réciproquement. Supposons L = K (x1,...,z,) ou les x; sont les racines d’un polynéme P. Po-
sons d = [L : K]. Pour tout i, I’élément x; est algébrique de degré < d. Nous avons donc J;f €
K(1,...,2%). Soit @ un polyndme irréductible de K[X] ayant une racine = dans L. Soit z’ une
autre racine de @ dans Q. Par le lemme 3, il existe un K -isomorphisme ) de K (x) sur K (z') vérifiant
Y(x) = 2’. Comme z est un élément de L, il existe A1 1,..., A1, d,- .- An1,. .., Anq tels qu’on ait

n d—1 .
T = Z Z )\i, ].%'z
i=1 j=0

Onaalors 2/ = ¢(z) =Y 1| Z?;é Aij¥(x;)7. Posons P = >"" ;a; X" On aalors

P(y(z:) = Y aip(zi)' =Y aw(z}) = (P(x;) =0,
=0 1=0

et donc ¢ (x;) est une racine de P. L’isomorphisme v envoie donc les racines de P sur les racines de P
il en suit que 2/ = ¢(z) est une combinaison K-linéaire des z] puis z’ € L. O
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Corollaire 15. Toute extension finie . de K peut se plonger dans une extension normale finie M de K.

Démonstration. Soient L /K une extension finie et x1, ..., x,, une K-base de L. Comme pour la démon-
stration de la proposition on construit F' = [[7"_, Irr(x;, K). Le corps de décomposition de F’ contient
L et est donc normale. ]

3. Séparabilité

Définition 16. Un élément algébrique sur un corps K est dit séparable sur K si son polyndme minimal
admet des racines toutes distinctes dans un corps de décomposition. Un élément qui n’est pas séparable
est dit inséparable. Une extension algébrique est dite séparable si tous ses éléments sont séparables,
inséparable sinon.

Exemple. Soit K = Fy(X). Le polyndme P = Y? — X de K[Y] est irréductible car de degré 2 et sans
racine dans K. Soit o une racine de K. Dans K (a)[Y]onaY? — X =Y2 —a? = (Y — a)? etdonc a
n’est pas séparable sur K.

Soit o un élément non séparable sur K, P = Irr(a, K) et L un corps de décomposition de P.
Le polyndme P admet une racine multiple, il existe donc 3 dans L tel que P(3) = P'(8) = 0. Par
minimalité de P, P’ est un multiple de P. De deg(P’) < deg(P) on obtient alors P = 0.

Corollaire 17. Les éléments algébrqgiques sur un corps K de caractéristique 0 sont toujours séparables.
Toute extension d’un corps de caractéristique 0 est séparable.

Définition 18. On dit qu’un corps K est parfait si toute extension algébrique de K est séparable.
Tout corps de caractéristique 0 est parfait. Le corps Fa(X') n’est pas parfait.

Lemme 19. Soient L/K une extension finie, x un élément de 2, ¢ un automorphimse de L et M une
extension normale finie contenant L. Le nombre n de L-isomorphismes de L(z) dans un sous-corps
de M prolongeant ¢ est le nombre de L-conjugués de x dans M. En particulier n est inférieur ou égale

N

a[L(z): L]. De plusonan = [L(x) : L] si et seulement si x est séparable.

Démonstration. Posons L' = L(x) et notons vy, ..., yx les L-conjugués distincts de = dans M. Le
corps L’ étant corps de rupture de P = Irr(z, L), le lemme 3 garantit I’existence d’un unique isomor-
phisme ¢ de L(x) dans L(y;) C M prolongeant ¢ et vérifiant ¢)(z) = y;. Onadoncn = k < d =
[K(x) : K]. On conlut en remarquant qu’on a k = d si et seulement si z est séparable. O

Théoreme 20. Le nombre n de K-isomorphismes distincts d’une extension L/K finie a valeur dans
une extension normale finie M contenant L est inférieur ou égal a [L : K. De plus n = [L : K] siet
seulement si L est engendré par des éléments séparables.

Démonstration. Posons L = K(x1,...,z,).Pouri =1,...,ronpose L; = K(x1,...,2;). On a ainsi
L; = L;—1(x;). Posons d; = [L; : L;_1]. Soit ¢ un automorphisme de L;_;. En notant n; le nombre
d’automorphismes de L; dans M prolongeant ¢, le lemme 19 garantit n; < d; avec égalité si et seulement

si z; est séparable. On conclut en observant [L : K] = [[:_; d; et que le nombre de K -isomorphismes
de Lest[[;_, n;. O

Corollaire 21. Une extension L/ K engendrée par une famille d’éléments séparables sur K est séparable
sur K.

Démonstration. Soit M une extension normale finie de K contenant L. Soit 21 un élément de L. Il existe
alors xa, ..., x, vérifiant L = K(x1,...,x,). Comme L/K estengendrée par des éléments séparables il
y’a exactement [L : K| K-isomorphsimes de L a valeur dans M. La démonstration précédente implique
que ceci est possible si et seulement si les x; sont tous séparable, en particulier x. O
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Corollaire 22. Une extension L/ K séparable finie peut étre plongée dans une extension normale séparable
finie.

Démonstration. Posons L = K (z1,...,xy). Les éléments z; sont séparables. On note M le corps de
décomposition dans €2 de

n
F = HIrr(zi, K).
1=1

L’extension M est alors engendrée par les racines de F' qui sont tous séparables. L’extension nor-
male M /K est donc séparable. O

Corollaire 23. Soit L/K une extension normale séparable finie. Les K -automorphisme de L forment
un groupe et sont au nombre de [L : K].

Démonstration. On utilise le Théoreme 20 avec M = L. O]

4. Elément primitif

Lemme 24. Siun K-espace vectoriel F est la réunion d’une famille finie de sous K -espaces vectoriels
distincts de E alors K est fini.

Démonstration. Supposons que E soit la réunion des sous K-espaces vectoriels F1, . .., F), distintcs et

différents de F. Quitte a en retirer, on peut aussi supposer I; Z F; pour ¢ # j. Soit u un vecteur de F

n’appartenant pas aux autres F; et v un vecteur de £\ F. Alors I’ensemble v + Ku est disjoint de F7 et

contient au plus un vecteur des autres F;. Si z = v + Au et y = v + pu sont dans F; avec p # ) alors
1

5 (@ —y) = u € F;. Par conséquent K a au plus n — 1 €léments. O

Théoreme 25 (de 1’élément primitf). Soit L une extension finie d’un corps K de caractéristique nulle. Il
existe un élément o € L tel que L = K (a).

Démonstration. Le corps K étant de caractéristique nulle, I’extension L/K est séparable. Posons n =
[L : K]. Pour n = 1, il n’y a rien 2 montrer. Supposons donc n. > 2. Soit M C € une extension normale
finie contenant L. Par le théoreme 20 il y’a alors n K -isomorphismes u; distincts de K dans M. Posons
Vij = {z € L|ui(x) = uj(x)}, sous K-espace vectoriel de L distinct de L. Comme K est infini, le
lemme 24 garantit que L est différent de la réunion des V; ;. Il existe donc o € L \ (Ui<i<j<nVij).
Posons P = Irr(a, K) et P = > 1L, ap X" avec m < n. Soiti € {1,...,n}.Ona

m

Pui(ar)) = Z akui(a)k = Zul (akak) = u; (Z akak) = u;(P(a)) = u;(0) = 0.
= k k=0

k=0 =0

et donc u;(«) est racines de P. Par construction de «, P a donc au moins n racines. La sous-extension
K («) de L est donc de degré n sur K. Par conséquent L = K («). O

Une version en caractéristique p du théoreme de I’élément primitf sera démontrée en TD.
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IV. Théorie de Galois

1. Théoreme d’Artin

Dans cette section L/K et M /L sont des extensions et H est un ensemble isomorphismes distincts
de L dans M

Définition 1. L’ensemble L = {x € L, p(x) = x pour tout o € H} est un sous-corps de L appelé
sous-corps de L fixé par H.

Le fait que L'’ soit un sous-corps de L est une conséquence directe du fait que les éléments de H
soient des isomorphismes de L.

Lemme 2 (Dedekind). Si H est fini alors ses €léments sont M -linéairement indépendants.

Démonstration. Par récurrences sur le cardinal n de H. Evident pour n = 1. Supposons le résultat établi

pour n — 1 > 1 et montrons le pout n. Posons H = {1, ..., s }. Supposons par I’absurde qu’il existe
ai,...,a, € M non tous nuls tels que > ;" | a;; = 0. Quitte & renumérotter les ¢; on peut supposer
aj 75 0.

Soity € L tel que ¢1(y) # vn(y) et x € L quelconques. On a alors

0=arp1(zy) + - + anpn(zy) — Pn(y)(arpi(z) +-- - + an‘Pn( )
0= a1p1(2)p1(y) + - + anpn(T)Pn(y) — aupl(w)son( ) = = anpn(2)en(y)
0=ai(p1(y) —en(y))p1() + - + an—1(Pn-1(y) — nly ))wnfl(x)-

En posant b; = a;(;(y) — ¢n(y)) on obtient > | bjp; = 0 avec by # 0, ce qui contredit I"hypothese
de récurrence. O

Théoreme 3 (Artin). Soient L/K et M/L deux extensions et H = {p1,...,¢,} une famille de n
isomorphismes de L a valeur dans M distincts. On a [L : L] > n et I’égalité est atteinte si H est un
groupe.

Démonstration. Supposons par ’absurde qu’on ait [L : L] = p < n. En tant que L-espace vecto-

riel L admet donc une base {1, ..., z,}. Le systeme de p équations et n > p inconnues ai, . . . , Gp.
n
Zajcpj(:ri) =0, pourj=1,...,p. 4.1)
possede une solution non triviale. Il existe donc ay, ..., a, de M non tous nuls tels que ajp; + --- +

an@n = 0. Ceci est impossible par le Lemme de Dedekind. On a donc [L : L] > n.
Supposons maintenant que H soit un groupe. Les éléments de H sont donc a valeurs dans L et on
peut supposer M = L. Soient x1, ..., 2,11 des éléments de L. Le systeéme de n équations

a1pi(z1) + -+ anp19i(@ns1) =0, 1<i<mn, 4.2)

et n + 1 inconnues a; a une solution non triviale. Notons r le nombre minimal de a; non nuls parmi les
solutions non triviale du systeme. Quitte a renumérotter les ; et a diviser la solution par a;, on peut
supposer qu’il existe une solution (a1, ..., a,+1) vérifiant

a1:17a27507-~7ar7é07ar+1:07-~7an+1:07
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avec r minimal parmi toutes les solutions possibles. Soit o un élément de H. Comme H est un groupe il
existe 0 € G,, tel qu'on ait p 0 p; = p,(;) pour tout i = 1,..., n. Les équations (4.2) deviennent alors

p(a1)po) (1) + -+ 9lar)poy (@), 1<j<n, (4.3)

En retranchant (4.2) et (4.3) pour j = o~ 1(4), on obtient

(a1 — p(a1))pi(r1) + (a2 — p(az))pi(z2) + - - + (ar — p(a;))pi(x,) = 0.

Comme a; vaut 1, ona p(a;) = ¢(1) =1 = a; etdonc

(a2 — p(a2))pi(x2) + - + (ar — plar))pi(zy) =0 pouri=1,..,n,

On a ainsi obtenu une solution de (4.2) avec au plus » — 1 termes non nulles. On a donc forcément
o(a;) = a;pouri = 2,...,r puis p(a;) = a; pouri = 1,...,n + 1.l en suit {ay,...,a,11} € L.
Comme H est un groupe 1'un des ¢; est I’identité sur L, notons le ¢g. On a alors

a1y + -+ App1Tpp1 =0

avec a; € LM et (ay,...,a,,1) # 0. La famille (xq,...,2,,1) n’est donc pas libre, ce qui implique
I'inégalité [LY : K] < n. O

2. Extensions galoisiennes

Définition 4. Une extension finie L/K est dite galoisienne si elle est normale et séparable. Le groupe
des K -automorphismes de L s’appelle le groupe de Galois de L/K noté Gal(L/K). Si L/K est une
extension séparable, la plus petite extension galoisienne (qui existe par le corollaire I11.22) qui la contient
est la cloture galoisienne de L sur K.

Si L/ K est galoisienne et Gal(L/K) est cyclique (resp. abélien) on dit que 1’extension est cyclique
(resp. abélienne) ; ce transfert de vocabulaire se généralise a d’autres types de groupes.

Proposition 5. Soit M/ /K une extension galoisienne et L un sous-corps de M contenant K alors M /L
est une extension galoisienne.

Démonstration. Lextension M /L est clairement finie et séparable. Montrons qu’elle est normale. Soit
x un élément de M. Notons P = Irr(z, K) et Q = Irr(x,L). De K C Lona P € L[X] et donc P est
un multiple de Q). L’extension M /K étant normale elle contient toutes les racines de P et en particulier
celles de (). L’extension M /L est donc normale. O

Théoreme 6. Pour que I’extension finie L/ K soit galoisienne, il faut et il suffit que K coincide avec le
corps des éléments invariants par le groupe de tous les K -automorphismes de L.

Démonstration. Notons H 1’ensemble des K-automorphismes de L. Supposons que L/K soit galoi-
sienne de degré n. Comme L/K est séparable et normale le Corollaire I11.23 implique que H est un
groupe et qu’on a card(H) = n. Le Théoréme d’Artin impliquant [L : L¥] = n avec K C L, on
obtient LT = K,

Réciproquement, soit L /K une extension finie de degré n, G le groupe des K -automorphismes

de L, on suppose que K = L%. On pose G = {o1,...,0,} avec o1 = id. Par le théoreme de I’élément
primitif il existe z € L tel que L = K (z). Le théoréme d’ Artin garantit alors card(G) = [L : K| = n.
Pour i = 1,...,n on pose x; = o;(x). Pour i # j on a x; # x; car sinon o;(x) = oj(x) avec

oilk = 0j|k = idk et donc o; = ¢;. On construit alors le polynéme

P = ﬁ(X —x;) = iaiXi.
=1

=1
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Soit o € G, en posant o(X) = X, on obtient

n n n
o(P)=][(X —o(z:) =][(X = (com)@) =P et oP)=> o(a;)X".
i=1 i=1 i=1

On a donc o(a;) = a; pour tout o € G. Par définition de G, on a donc a; € K. Le polyndme P est
donc dans K[X]. On rappel P(x) = P(z1) = 0. L’extension L est engendré par x et contient toutes les
racines de P. Le corps L est donc corps de décomposition de P. L’extension L/ K est donc normale. Les
éléments x; étant tous distincts, P n’a pas de racines multiples et donc les z; sont séparables. L’extension
L = K(z) est donc engendré par un élément séparable, elles est donc séparable par le Corollaire II1.21.

O

Corollaire 7. Soit M /K une extension galoisienne, 1’application qui a une sous-extension L de M /K
associe Gal(M /L) est injective.

Démonstration. Soit L tel K C L C M. Par la proposition 5, I’extension M /L est galoisienne et L
est le corps des invariants de Gal(M/L). Notons 7 1’application définie par n(L) = Gal(M/L) et u
I’application de P(Gal(L/H)) définie par u(H) = M*. Onaalors (pon)(L) = L. L application pon
est donc I’identité et 7 est injective. O

Si L est un corps et H, G sont deux ensembles d’isomorphismes de L dans € vérifiant H C G alors
ona LY C LY. De plus les éléments de H sont des L -isomorphismes.

Théoreme 8 (Premier théoréeme de Galois). Soit M /K est une extension galoisienne finie. Il existe une
bijection entre les sous-extension de M /K et les sous-groupes de Gal(L/K). Cette bijection est donné
par L — Gal(M/L) et a pour réciproque H > M.

Démonstration. Notons n I’application définie par n(L) = Gal(M/L). Grace au Corollaire 7, nous
savons que 7 est injective. Montrons que 7 est surjective. Soit H un sous-groupe de G = Gal(M/K).
On a alors H C Gal(M/M). Le théoréme d’Artin implique [M : M| = card(H) tandis que le
théoréme I11.20 établit que Gal(M /M) est de cardinal [M : M*]. On obtient ainsi H = Gal(M /M)
et donc n(M*™) = H. On vient ainsi de montrer que 1’application 7 est bijective. Si on compose 7 avec
I’application p définie par p(M*H) = H on obtient I’identité comme dans la preuve du corollaire 7.
L’application p est don bien la réciproque de 7. O

Lemme 9. Soit M /K une extension galoisienne. Pour tout corps intermédiaire L entre K et M, et tout
élément g de Gal(M/K),ona:

Gal(M/g(L)) = g Gal(M/L)g™".
Démonstration. Soit h € Gal(M/L)etx € L,ona
(gohog ) (g(x)) = (g0 h)(x) = g(h(x)) = g(x).
Ainsi ghg~! laisse fixe les éléments de g(L), d’ott g Gal(M/L)g~! C Gal(M/g(L)). Par ailleurs on a

card(g Gal(M/L)g) = card(Gal(M/L)) = [M : L] = [[]\g[[é]
_ MK — card(Ga
= i A = M o(D)] = card(Gal( /(L)
et donc Gal(M/g(L)) = g Gal(M/L)g~*. =

Soit L/ K une extension finie, M la cldture normale de K contenant L, = un élément de L. Notons
r = T1,...,T, les conjugués de x. Par le lemme III.19, les K-isomorphismes de I dans M sont les
morphismes ¢, . . ., @, définies par ;| = idx et p;(x) = z;.
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Théoreme 10 (Second théoréme de Galois). Soit M /K une extension galoisienne et L un corps in-
termédiaire entre K et M. L’extension L/K est galoisienne si et seulement si Gal(M /L) est distingué
dans Gal(M/K) et alors

Gal(L/K) ~ Gal(M/K)/ Gal(M/L).

Démonstration. L'extension L/K est séparable car M /K I’est. Pour que L/K soit normale il faut et
il suffit que L contienne tous les conjugués de ses éléments et donc que tous les conjugués de L soit
dans L. Soit  un élément de L. [’ensemble des conjugués de x est alors {g(z) | g € Gal(M/K)}. Ainsi
L/K est galoisienne si et seulement si g(L) = L pour tout g € Gal(L/K). D’ou L/K est galoisienne
si et seulement si Gal(M /L) = Gal(M/g(L)) = g Gal(M/L)g~! pour tout g € Gal(M/K) et donc si
et seulement si Gal(M /L) est distingué dans Gal(M/K). O

3. Extensions cyclotomiques

Soit K un corps de cloture algébrique 2 et n € N\ {0}. On considere le polynéme P,, = X" — 1.
La dérivée de P, est n.X"~!. Ainsi si la caractéristique p de K ne divise pas n, le polyndme P n’a pas
de racines multiples. Dans la suite on supposer a toujours que c’est le cas.

On note U, (K) les racines de P, dans K : U,(K) = {x € K |z" = 1}. C’est un sous groupe
de K* pour la multiplication, de cardinal < n, il est donc cyclique. Pour la suite K, désigne le corps de
décomposition de F,.

Proposition 11. U, (K) est un un sous groupe cyclique de K* isomorphe & Z/dZ avec d|n.

Démonstration. On montre immédiatement que U,, (K') est un sous-groupe. Il est fini car P, a au plus n
racines dans K. Comme tout sous-groupe fini du groupe multiplicatif d’un corps, U, (K) est cyclique.
On a U,(K) C Upyp(Q) et ce dernier est de cardinal n. On obtient alors que Uy, (K,,) est isomorphe
a Z/nZ puis que U, (K) est un sous groupe cyclique de Z/nZ il est donc isomorphe a Z/dZ. Par le
théoreme de Lagrange on a alors d|n. O

Définition 12. On appelle racine primitive n-ieme de 'unité tout générateur de U, (K,,) et on note
Uy (Ky) leur ensembles.

n
Le groupe Z/nZ admettant ¢(n) on obtient card(U (K,,)) = p(n).
Définition 13. Le n-eme polynéme cylcotomique ®,, ¢ € K, [X] est donné par :
= [ xX-0

(EU(Kn)

Le polynéme ®,, est unitaire de degré p(n).

X" —1=]]%d

dn

Proposition 14. On a I’identité

Démonstration. Tout élément de Uy (K) est d’ordre un diviseur de n. On a donc Uy (K) = [ |y, U7 (K)
puis I’égalité polynomiale désirée.

Lemme 15. Soit A un anneau et P € A[X], P # 0, de coefficient dominant inversible. Pout tout
F € A[X]ilexiste Q, R € A[X] tels qu’on ait F' = PQ + R et deg(R) < deg(P).

Démonstration. On peut supposer que P est un polyndme unitaire. On pose P = X" + ap—1.X n-l
... + a1 X + ap. On consideére I’anneau quotient B = A[X]/(P). Soit X I'image de X dans B. Il suffit
alors de montrer que tout élément de B est combinaison linéaire en 1, X, ..., X" 1 suffit de le faire

A n ~n—1 ~
pour les mondmes. On conclut en remarquant X = —a,_1X —..— X —ag ]
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Proposition 16. On a les propriétés suivantes :
— 1) Le polyndme ®,, ¢ € Z[X].
— %) Soit k un corps quelconque et o : Z — k ’homorphisme tel que o(1) = 1. On a alors

q)n,k =0 (q)n,Q)
En particulier ®,, i, s’obtient de ®,, ¢ par réduction modulo p.

Démonstration. i) On raisonne par récurrence sur n. Ona ®; g = X —1 € Z[X]. Supposons la propriété
vraie pour tout d < n. Posons P = [ dln,d<n @4 ¢ est un polyndme unitaire a coefficients dans Z . Par
le lemme précédent il existe F' et R de Z[X] tel qu’on ait deg(R) < deg(P) et X" —1 = FP + R.
Mais on a X" — 1 = &, 9P dans Q[X], donc P(®,, o — P) = R et pour une raison de degré on a
nécessairement, on a &, o = F' € Z[X].

i7) On raisonne par récurrence, le cas n = 1 étant trivial. Dans Z[X], on a

X" —1=]]®40=TngP.
dn

Comme ¢ est un homomorphisme, on a dans K,,[X] : X" —1 = o(X" — 1) = 0(®P,, )0 (P). Mais, par
hypothese de récurrence, on a

o(P) = H o(®qq) = H Pa

dn,d<n dln,d<n

et comme on a, par définition, X" — 1 = Hd‘n ®, 1, il en résulte, puisque k[X] est intégre, qu’on a
bien ¢, = (P 0). O

Pour la suite, on notera simplement ®,, a la place de ®,, .
Proposition 17. Le polynome ®,, est irréductible sur Z et donc sur Q.

Démonstration. Soit K le corps de décomposition de ®,, sur Q et ( € K une racine primitive n-¢me de
I’unité. On se donne un nombre premier p ne divisant pas n.

Le choix de p implique que (P est une autre racine primitive de 1’unité. En effet les autres racines
n-éme de I"unité sont de la forme (" avec pged(m, p) = 1. Soit F' (resp G) le polyndme minimal de ¢
(resp ¢P) sur Q. Alors on a F, G € Z[X]. En effet comme Z[X] est factoriel on a ®,, = F}"'...F" avec
F; € Z[X] irréductible. Comme ®,, est unitaire il en est de méme des F; (quitte a multiplier les F; par
—1). Mais alors, ( est racine de I’un des F;. Comme F; est unitaire et irréductible que Q, ce ne peut étre
que F'. De méme pour G. Notons que F et G divisent ®,, dans Z[X]. Montrons qu’on a F' = G. Sinon,
comme F' et G sont irréductibles et distincts, le produit F'G divise ®,, dans Z[X]. Par ailleurs comme
G(¢P) = 0, € est racine du polyndme G (XP), donc F divise G(X?) a priori dans Q[X] mais aussi dans
Z[X]: G(XP) = F(X)H(X) avec H € Z[X]. (Si H € Q[X], on I'écrit H = § H' avec H' € Z[X] et
on utilise le Lemme de Gauss.) En passant a [F,, on obtient G(X) = a, X" + ... + ap avec a; € Z d’ou
g(XP) = a, XP" + ... + a1 XP? + ap, mais modulo p on a @; = @;” (par Frobenius)

G(XP) = (@ X" + ...+ @) = G(X)P

Soit alors ¢ un facteur irréductible de F sur F,,. Ona G(X )P = F(X)H (X) et donc ¢ divise G. Comme
FG divise ¢ sur n, FG divise ®, sur F}, donc ¢* divise ®,, = ®,, 5. Mais alors ®,, 7, admet une racine
double dans une cloture algébrique de IF),, ce qui est impossible car p ne divise pas n.

Si ¢’ est une autre racine primitive n-eme, ¢’ = " avec m = p{*...p2% et les p; sont premiers a n,
on a que ¢ et ¢’ ont aussi le méme polyndme irréductible sur Q. On a donc F(¢') = 0 de sorte que F'
admet toutes les racines primitives de I’unité comme zéros. On a donc deg(F') > ¢,, et comme f|®,, cela
impose f = ®,,. Il en résulte que P,, est irréductible que Q et donc sur Z puisque P,, est unitaire. O
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Proposition 18. Soit w une racine primitive n-éme de 1’unité. L’extension Q(w)/Q est galoisienne de
groupe de Galois isomorphe a (Z/nZ)*.

Démonstration. Les conjugués de w sont de la forme w” et sont donc tous dans Q(w). L’extension
Q(w)/Q est donc normale puis galoisienne. Pour tout couple d’entiers (h, k) de Z on a

wh=wfF e h=k modn.

La notation w® avec o € Z/nZ a donc un sens. Les conjugués de w dans (2 sont les racines primitive
n-eme de 1, i.e., les w® avec o € (Z/nZ)*. Un Q-automorphisme o de Q(w) est entierement déterminé
par I'image o(w) = w® avec « € (Z/nZ)*. Pour o, f € (Z/nZ)*, on a

(08 0 0a) () = 0p(w") = (05(w))" = ()" = W™ = g (w).
On adonc og 0 04 = 03,. L’application

(Z/nZ)* — Gal(Q(w)/Q)

a = Og

est alors un isomorphisme de groupe. O



