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Groupe de tresses Monoides de tresses Forme normale tournante Langage régulier Fin
00000000 ©0000000 000000000 000000000

Monoide de tresses positives

e Définition: On note B, le monoide de présentation :

. . +
< 00 = 0j0; pourlz—9|>2>
0i0jo; = 0joig; pour|i—jl =1

~ Etude de =", la plus petite congruence contenant
(0105, 0j03) pour |i — j| = 2, (0igj0i, 0j0i0;) pour |i — j| = 1.

e Question: Soient w et w’ deux mots de tresses positives,
quels sont les liens entre w = w’ et w =T w'?

!/

~+ Clairement w =" w’ implique w = w'.
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Monoides de tresses
°

Théoréme de Ore

e Théoreme (Ore): Si le monoide (S| R)" est simplifiable

et admet des multiples communs, il se plonge dans le groupe (S| R).
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~ Le groupe (S| R) est alors groupe de fraction de (S| R)™".
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et admet des multiples communs, il se plonge dans le groupe (S| R).

wwy =uwv=w=uw

~ Le groupe (S| R) est alors groupe de fraction de (S| R)™".

~~ Les relations =p et =/, sont équivalentes.
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Monoides de tresses
°

Théoréme de Ore

e Théoreme (Ore): Si le monoide (S| R)" est simplifiable

et admet des multiples communs, il se plonge dans le groupe (S| R).

wwy =uwv=w=uw

~ Le groupe (S| R) est alors groupe de fraction de (S| R)™".

~~ Les relations =p et =/, sont équivalentes.

e Proposition (Garside '69): Le monoide B}, est simplifiable

et admet des multiples communs.
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Monoides de tresses

Structure de Garside de B,
e Pour 3, v € B}, la tresse  divise 8 si § = ', avec 5’ € B;. J

~ on dit que [ est un multiple de ~
X

K

4

A4,
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e Pour 3, v € B}, la tresse  divise 8 si § = ', avec 5’ € B;. J
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~ A, est le plus petit multiple commun de oy, ..., 0, 1.
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e Pour 3, v € B}, la tresse  divise 8 si § = ', avec 5’ € B;.

~> on dit que [ est un multiple de 7
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~ A, est le plus petit multiple commun de oy, ..., 0, 1.

e Les diviseurs de A,, sont les simples de B;.
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Monoides de tresses
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Structure de Garside de B,

e Pour 3, v € B}, la tresse  divise 8 si § = ', avec 5’ € B;.

~> on dit que [ est un multiple de 7

Y 4 /—4
e 7~ —3 e 3
e 9\

~ A, est le plus petit multiple commun de oy, ..., 0, 1.

e Les diviseurs de A,, sont les simples de B;.

~ toute tresse § de B; admet un diviseur simple maximal
~- calculable en temps O(|5])
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Monoides de tresses

oe
Structure de Garside de B,
e Les simples de B, sont en bijection avec les élément de G,,. J

e Théoreme: Toute tresse 5 de B,, admet une unique expression
Ak
‘Au '

avec k € Z et (3; simple maximal divisant [
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Structure de Garside de B,

e Les simples de B, sont en bijection avec les élément de G,,. J

e Théoreme: Toute tresse 5 de B,, admet une unique expression
Ak
‘Au '

avec k € Z et (3; simple maximal divisant [

~~ forme normale de Garside de (8
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Structure de Garside de B,

e Les simples de B, sont en bijection avec les élément de G,,.

e Théoreme: Toute tresse 5 de B,, admet une unique expression

“n ”

avec k € Z et (3; simple maximal divisant [

~~ forme normale de Garside de (8
~+ calculable en temps O(|5]?)

~ Solution quadratique au probléme du mot sur B
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Monoides de tresses
oe

Structure de Garside de B,

e Les simples de B, sont en bijection avec les élément de G,,.

e Théoreme: Toute tresse 5 de B,, admet une unique expression

avec k € Z et (3; simple maximal divisant

~~ forme normale de Garside de (8
~+ calculable en temps O(|5]?)

~ Solution quadratique au probléme du mot sur B et B,,.

La forme normale tournante : Monoides de tresses > Structure de Garside de Ifj;
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Monoides de tresses

e0
Les tresses a,, ,
e Définition: On pose a,, , = 0p - 0g—2 Og—1 0, 50, " J
5 5
f—p— 4 Ve
Q2,4 ™7 3N / N/ R 3-\\, f
1 1

w = Ot

[\V]
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Relations entre les tresses a,, ,

e Fait: Les tresses a, . satisfont les relations R, :

P:q
Ay g s = Gy 50y o POUF (p=7)(p—s5)(g—7)(g—s5) >0,
Ay Qg = Qg Gy =y G, o POUr 1 < p < g <7 <n.
4
4 3
3
5 C D s
2
1 2
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Monoides de tresses
°

Le monoide de tresses dual B;*

e Proposition : Relativement aux a,, , (avec 1 < p < g < n),

p,q

le groupe B,, est présenté par les relations R,,.
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e Proposition : Relativement aux a,, , (avec 1 < p < g < n),

p,q

le groupe B,, est présenté par les relations R,,.

facile

e Définition: Le monoide de tresses dual a n brins B;* est

le sous-monoide de B,, engendré par les a,, , avec 1 <p < ¢ < n.
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— B est la B* | -fin de ¢% % () -

n—1

e Définition: La suite (8, ..., 81) est le ¢, -éclatement de §3.
L'entier b est la ¢,,-largeur de 5.

e Exemple:
~Pour 1 <i <j<n—1,le¢,-éclatement de a,  est (a,; ).

— Pour 2 < 4, le ¢,-éclatement de a;,, est ( @ 11 1 ).

— Le pn-éclatement de a,  est (a , 1, 1),

n—2,n—1

La forme normale tournante : Forme normale tournante > Le ¢ ,, -éclatement 21/37



Forme normale tournante
oe

Le ¢,-éclatement

e Proposition : Pour toute tresse 8 de B/*
(Bp, ..., 01) de Bi* | telle que :

n—

il existe une unique suite

n !

- B =" L(By) - ... - B1 est vérifiée,

— B est la B* | -fin de ¢% % () -

n—1

e Définition: La suite (8, ..., 81) est le ¢, -éclatement de §3.
L'entier b est la ¢,,-largeur de 5.

e Exemple:
~Pour 1 <i <j<n—1,le¢,-éclatement de a,  est (a,; ).

— Pour 2 < 4, le ¢,-éclatement de a;,, est ( @ 11 1 ).

- Le ¢,,-éclatement de a, o est (a, 5,4 1, 1)
2
— Le ¢3-éclatement de 63 est (a g 95 G195 1, aj, ).
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La forme normale tournante

e Fait: Toute tresse § de Bi* est représentée par un unique mot e J

1,2°
/]\

a’f , est appelé la forme normale tournante de 3

e Définition : Par induction, pour n > 3, la forme normale tournante
de 8 dans B}* est le mot ¢% (wp)..., (w2)ws, ot (B, ..., ) est le
¢n-éclatement de 3 et wy est la forme normale tournante de (.
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La forme normale tournante

e Fait: Toute tresse § de Bi* est représentée par un unique mot e J

1,2°
/]\

a’f , est appelé la forme normale tournante de 3

e Définition : Par induction, pour n > 3, la forme normale tournante
de 8 dans B}* est le mot ¢% (wp)..., (w2)ws, ot (B, ..., ) est le
¢n-éclatement de 3 et wy est la forme normale tournante de (.

/]\

¢n(w) est le mot obtenu en ap-
pliquant ¢,, a chaque lettre de w
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La forme normale tournante

e Fait: Toute tresse § de Bi* est représentée par un unique mot e J

1,2°
/]\

a’f , est appelé la forme normale tournante de 3

e Définition : Par induction, pour n > 3, la forme normale tournante
de B dans B!* est le mot ¢%~!(wy)...d, (wo)wy, ot (By, ..., 31) est le
¢n-éclatement de 3 et wy est la forme normale tournante de (.

/]\

¢n(w) est le mot obtenu en ap-
pliquant ¢,, a chaque lettre de w

1, a®

e Exemple: Le ¢3-éclatement de 63 est (a 2.):

1,20 @125
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e Fait: Toute tresse § de Bi* est représentée par un unique mot e J

1,2°
/]\

a’f , est appelé la forme normale tournante de 3

e Définition : Par induction, pour n > 3, la forme normale tournante
de B dans B!* est le mot ¢%~!(wy)...d, (wo)wy, ot (By, ..., 31) est le
¢n-éclatement de 3 et wy est la forme normale tournante de (.

/]\

¢n(w) est le mot obtenu en ap-
pliquant ¢,, a chaque lettre de w

1, a®

e Exemple: Le ¢3-éclatement de 63 est (a 2.):

1,20 @125

~ sa f.n.t est
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e Fait: Toute tresse § de Bi* est représentée par un unique mot e J
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a’f , est appelé la forme normale tournante de 3

e Définition : Par induction, pour n > 3, la forme normale tournante
de B dans B!* est le mot ¢%~!(wy)...d, (wo)wy, ot (By, ..., 31) est le
¢n-éclatement de 3 et wy est la forme normale tournante de (.

/]\

¢n(w) est le mot obtenu en ap-
pliquant ¢,, a chaque lettre de w

1, a®

e Exemple: Le ¢3-éclatement de 63 est (a 2.):
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La forme normale tournante

e Fait: Toute tresse § de Bi* est représentée par un unique mot e J

1,2°
/]\

a’f , est appelé la forme normale tournante de 3

e Définition : Par induction, pour n > 3, la forme normale tournante
de B dans B!* est le mot ¢%~!(wy)...d, (wo)wy, ot (By, ..., 31) est le
¢n-éclatement de 3 et wy est la forme normale tournante de (.

/]\

¢n(w) est le mot obtenu en ap-
pliquant ¢,, a chaque lettre de w

1, a®

e Exemple: Le ¢3-éclatement de 63 est (a 2.)-

1,20 @125

2

~- sa f.n.t est qzﬁg(s)aL2
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e Fait: Toute tresse § de Bi* est représentée par un unique mot e J
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a’f , est appelé la forme normale tournante de 3

e Définition : Par induction, pour n > 3, la forme normale tournante
de B dans B!* est le mot ¢%~!(wy)...d, (wo)wy, ot (By, ..., 31) est le
¢n-éclatement de 3 et wy est la forme normale tournante de (.
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¢n(w) est le mot obtenu en ap-
pliquant ¢,, a chaque lettre de w

1, a®

e Exemple: Le ¢3-éclatement de 63 est (a 2,):
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a’f , est appelé la forme normale tournante de 3

e Définition : Par induction, pour n > 3, la forme normale tournante
de B dans B!* est le mot ¢%~!(wy)...d, (wo)wy, ot (By, ..., 31) est le
¢n-éclatement de 3 et wy est la forme normale tournante de (.

/]\

¢n(w) est le mot obtenu en ap-
pliquant ¢,, a chaque lettre de w

1, a®

e Exemple: Le ¢3-éclatement de 63 est (a 2.):

1,20 @125
~ sa f.n.t est ¢§(a172)¢§(a172)¢3(5)af72
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a’f , est appelé la forme normale tournante de 3

e Définition : Par induction, pour n > 3, la forme normale tournante
de B dans B!* est le mot ¢%~!(wy)...d, (wo)wy, ot (By, ..., 31) est le
¢n-éclatement de 3 et wy est la forme normale tournante de (.

/]\

¢n(w) est le mot obtenu en ap-
pliquant ¢,, a chaque lettre de w

1, a®

e Exemple: Le ¢3-éclatement de 63 est (a 2.):
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La forme normale tournante

e Fait: Toute tresse § de Bi* est représentée par un unique mot e J

1,2°
/]\

a’f , est appelé la forme normale tournante de 3

e Définition : Par induction, pour n > 3, la forme normale tournante
de B dans B!* est le mot ¢%~!(wy)...d, (wo)wy, ot (By, ..., 31) est le
¢n-éclatement de 3 et wy est la forme normale tournante de (.

/]\

¢n(w) est le mot obtenu en ap-
pliquant ¢,, a chaque lettre de w

1, a®

e Exemple: Le ¢3-éclatement de 63 est (a 2.):

1,20 @125
> .n. 3 0172 5 011,2 3 (11‘2 = &1,2-
sa f.n.t est ¢3(a, ,)d3(a, ,)b3(e) 2, i
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1,2°
/]\

a’f , est appelé la forme normale tournante de 3

e Définition : Par induction, pour n > 3, la forme normale tournante
de B dans B!* est le mot ¢%~!(wy)...d, (wo)wy, ot (By, ..., 31) est le
¢n-éclatement de 3 et wy est la forme normale tournante de (.

/]\

¢n(w) est le mot obtenu en ap-
pliquant ¢,, a chaque lettre de w

1, a®

e Exemple: Le ¢3-éclatement de 63 est (a 2.)-

1,20 @125
~ .n. 3\8q,2/93\8q 5 )P3E)Q; 5, = W20
sa f.n.t est ¢3(a, ,)9%(a, ,)P3(e)a? i
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de B dans B!* est le mot ¢%~!(wy)...d, (wo)wy, ot (By, ..., 31) est le
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¢n(w) est le mot obtenu en ap-
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1, a®

e Exemple: Le ¢3-éclatement de 63 est (a 2,):
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La forme normale tournante

e Fait: Toute tresse § de Bi* est représentée par un unique mot e J

1,2°
/]\

a’f , est appelé la forme normale tournante de 3

e Définition : Par induction, pour n > 3, la forme normale tournante
de B dans B!* est le mot ¢%~!(wy)...d, (wo)wy, ot (By, ..., 31) est le
¢n-éclatement de 3 et wy est la forme normale tournante de (.

/]\

¢n(w) est le mot obtenu en ap-
pliquant ¢,, a chaque lettre de w

1, a®

e Exemple: Le ¢3-éclatement de 63 est (a 2.):

1,20 @125
~ sa f.n.t est (bg(a1’2)¢§(a172)¢3(5)af72 = a172a173a?72.
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Mot de tresses o-défini

e Définition :
— Un mot de tresses w est dit o;-positif si w contient au moins un o;,
pas de o; ' et pas de ;' pour j > i.
— Un mot de tresses w est dit g;-négatif si w contient au moins un a{l,
pas de o; et pas de o; ' pour j > i.

e Exemple:
Le mot o 07 0, ! n'est ni au-positif, ni op-négatif ni o7-positif ou o;-négatif.
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— Un mot de tresses w est dit o;-positif si w contient au moins un o;,
pas de o; ' et pas de ;' pour j > i.
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pas de o; et pas de o; ' pour j > i.

e Exemple:
Le mot o 07 0, ! n'est ni au-positif, ni op-négatif ni o7-positif ou o;-négatif.
Par contre le mot équivalent o, 0» 07 est ou-positif.

La forme normale tournante : Forme normale tournante > Mots o-definis 23/37



Forme normale tournante
L]

Mot de tresses o-défini

e Définition :
— Un mot de tresses w est dit o;-positif si w contient au moins un o;,
pas de o; ' et pas de ;' pour j > i.
— Un mot de tresses w est dit 0;-négatif si w contient au moins uno; !
pas de o; et pas de o; ' pour j > i.

e Exemple:
Le mot o 07 0, ! n'est ni au-positif, ni op-négatif ni o7-positif ou o;-négatif.
Par contre le mot équivalent o, 0» 07 est ou-positif.

o Définition: Un mot de tresses est dit o-défini
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Mot de tresses o-défini

e Définition :
— Un mot de tresses w est dit o;-positif si w contient au moins un o;,
pas de o; ' et pas de ;' pour j > i.
— Un mot de tresses w est dit 0;-négatif si w contient au moins uno; !
pas de o; et pas de o; ' pour j > i.

e Exemple:
Le mot o 07 0, ! n'est ni au-positif, ni op-négatif ni o7-positif ou o;-négatif.
Par contre le mot équivalent o, 0» 07 est ou-positif.

o Définition: Un mot de tresses est dit o-défini s'il est soit trivial
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e Définition :
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pas de o; ' et pas de ;' pour j > i.
— Un mot de tresses w est dit 0;-négatif si w contient au moins uno; !
pas de o; et pas de o; ' pour j > i.

e Exemple:
Le mot o 07 0, ! n'est ni au-positif, ni op-négatif ni o7-positif ou o;-négatif.
Par contre le mot équivalent o, 0» 07 est ou-positif.

e Définition: Un mot de tresses est dit o-défini s'il est soit trivial,
soit o;-positif
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e Définition :
— Un mot de tresses w est dit o;-positif si w contient au moins un o;,
pas de o; ' et pas de ;' pour j > i.
— Un mot de tresses w est dit 0;-négatif si w contient au moins uno; !
pas de o; et pas de o; ' pour j > i.

e Exemple:
Le mot o» 07 0, ! n'est ni ou-positif, ni gy-négatif ni o7-positif ou o;-négatif.
Par contre le mot équivalent o, 0» 07 est ou-positif.

e Définition: Un mot de tresses est dit o-défini s'il est soit trivial,
soit g;-positif, soit o;-négatif.

o Intérét des mots o-définis :
— solution au probleme du mot,

La forme normale tournante : Forme normale tournante > Mots o-definis 23/37



Forme normale tournante
L]

Mot de tresses o-défini

e Définition :
— Un mot de tresses w est dit o;-positif si w contient au moins un o;,
pas de o; ' et pas de ;' pour j > i.
— Un mot de tresses w est dit 0;-négatif si w contient au moins uno; !
pas de o; et pas de o; ' pour j > i.

e Exemple:
Le mot o» 07 0, ! n'est ni ou-positif, ni gy-négatif ni o7-positif ou o;-négatif.
Par contre le mot équivalent o, 0» 07 est ou-positif.

e Définition: Un mot de tresses est dit o-défini s'il est soit trivial,
soit g;-positif, soit o;-négatif.

e Intérét des mots o-définis :
— solution au probleme du mot,
— ordre des tresses : 3 < 3’ si 713" a un représentant o-positif.
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De nombreux algoritmes

Il existe plusieurs algorithmes donnant des représentants o-définis. )
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De nombreux algoritmes
Il existe plusieurs algorithmes donnant des représentants o-définis. J

e Dehornoy’ 91 : Algebre auto-distributive
e Larue' 93 : Algebre auto-distributive
e Burckel' 94 : Combinatoire finie et induction ordinale

e Dehornoy’ 97 : Poignées et graphe de Cayley
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De nombreux algoritmes
Il existe plusieurs algorithmes donnant des représentants o-définis. J

e Dehornoy’ 91 : Algebre auto-distributive

e Larue' 93 : Algebre auto-distributive

e Burckel’ 94 : Combinatoire finie et induction ordinale

e Dehornoy’ 97 : Poignées et graphe de Cayley

o F-G-R-R-W'’ 99 : Diagrammes de courbe du disque troué

e Dynnikov-Wiest' 06 : Laminations du disque troué

e Bressaud’ 06 : Lacets du disque troué ou Tetris

e Question: Quelle sont les complexités? J
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e Question: Quelle est la longueur du mot o-défini retourné?

o Dehornoy’ 91 : Algebre auto-distributive <e’
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o Burckel’ 94 : Combinatoire finie et induction ordinale 77
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o F-G-R-R-W'’ 99 : Diagrammes de courbe du disque troué <et
e Dynnikov-Wiest' 06 : Laminations du disque troué <ef
e Bressaud’ 06 : Lacets du disque troué ou Tetris < et

e Conjecture: Soit w un mot de tresses a n brins de longueur ¢,

alors il existe un mot o-défini w’ équivalent a w vérifiant
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Forme normale tournante
o

Résultas

e Théoreme: Toute tresse S de B,, a un représentant o-défini de longueur

au plus
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Résultas

e Théoreme: Toute tresse S de B,, a un représentant o-défini de longueur
au plus 6(n — 1)

3l

IB]|, est la longueur géodésique de 3
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Forme normale tournante
o

Résultas

e Théoréeme: Toute tresse 3 de B,, a un représentant o-défini de longueur
calculable en temps O(n® £2), si 3 est spécifiée par

au plus 6(n — 1)2||8]|
un mot de longueur

o

IB]|, est la longueur géodésique de 3
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au plus 6(n — 1)2||8]|
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o

IB]|, est la longueur géodésique de 3

e Probleme: Trouver un représentant o-défini d'une tresse de B,,. J
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Résultas

e Théoréeme: Toute tresse 3 de B,, a un représentant o-défini de longueur
calculable en temps O(n® £2), si 3 est spécifiée par

au plus 6(n — 1)2||8]|
un mot de longueur

o

IB]|, est la longueur géodésique de 3

e Probleme: Trouver un représentant o-défini d'une tresse de B,

e Fait: Toute tresse de B,, est de la forme 6, ¢ 3 avec 3 € B}*.
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e Fait: Toute tresse de B,, est de la forme 6, ¢ 3 avec 3 € B}*.
e Probleme: Trouver un mot o-défini équivalent a 5;tw,

ou w est un n-mot
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Forme normale tournante
o

Résultas

e Théoreme: Toute tresse 3 de B,, a un représentant o-défini de longueur
calculable en temps O(n® £2), si 3 est spécifiée par

au plus 6(n — 1)2||8]|
un mot de longueur

ag

IB]|, est la longueur géodésique de 3
e Probleme: Trouver un représentant o-défini d'une tresse de B,,.
e Fait: Toute tresse de B,, est de la forme 6, ¢ 3 avec 3 € B}*.

e Probleme: Trouver un mot o-défini équivalent a 5;tw,
ou w est un n-mot tournant

héoreme: La restriction de < a B}* est un bo e de type
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Langage régulier
0

Derniere lettre

e Soit (Bp, .-, 81) un ¢,-éclatement J

e Lemme:
— Pour k£ > 3, la tresse (3, est non triviale.

— Pour k > 2, la derniére lettre de la f.n.t de B est a

n—1
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Derniere lettre

e Soit (Bp, .-, 81) un ¢,-éclatement J

e Lemme:
— Pour k > 3, la tresse () est non triviale.

— Pour k > 2, la derniére lettre de la f.n.t de B est a
sauf si (3 est triviale.

n—1"'
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Langage régulier
0

Derniere lettre

e Soit (Bp, .-, 81) un ¢,-éclatement

e Lemme:
— Pour k > 3, la tresse () est non triviale.

— Pour k > 2, la derniére lettre de la f.n.t de B est a
sauf si (3 est triviale.

n—1"'

< la B |~fin de By est triviale
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Langage régulier
oce

Barriere

e Définition: On dit que la lettre a, , est une a,  -barriere si on a

S

e Soit (Bp, .-, 81) un ¢, -éclatement

e Proposition: Pour k > 3, la f.n.t de 81 contient une ¢, (5} )-barriere.
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oce

Barriere

e Définition: On dit que la lettre a, , est une a,  -barriere si on a

S

e Soit (Bp, .-, 81) un ¢, -éclatement

e Proposition: Pour k > 3, la f.n.t de 81 contient une ¢, (5} )-barriere.

oll v¥ est la derniere lettre de la f.n.t de v
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Langage régulier
L]

Reconnaitre un mot tournant

e Théoréme: Soit (wp, ..., w1) une suite de (n — 1)-mots.
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L]

Reconnaitre un mot tournant

e Théoreme: Soit (wp, ..., w1) une suite de (n — 1)-mots. Alors le n-mot

(,b’,’fl('w;,) et O (w2) - wn

est tournant si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :
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(,b’,’fl('w;,) et O (w2) - wn

est tournant si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

pour k > 1, le mot wy, est tournant,
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Reconnaitre un mot tournant

e Théoreme: Soit (wp, ..., w1) une suite de (n — 1)-mots. Alors le n-mot

(,b’,’fl('w;,) et O (w2) - wn

est tournant si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

pour k > 1, le mot wy, est tournant,

le mot wy est soit vide, soit se termine par a

,n—1"’
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Reconnaitre un mot tournant

e Théoreme: Soit (wp, ..., w1) une suite de (n — 1)-mots. Alors le n-mot

(,b’,’fl('w;,) et O (w2) - wn

est tournant si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :
pour k > 1, le mot wy, est tournant,

le mot wy est soit vide, soit se termine para |,

pour k > 3, le mot wy, se termine par a

,n—1"'
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L]

Reconnaitre un mot tournant

e Théoreme: Soit (wp, ..., w1) une suite de (n — 1)-mots. Alors le n-mot

(,b’,’fl('w;,) et O (w2) - wn

est tournant si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :
pour k > 1, le mot wy, est tournant,

le mot wy est soit vide, soit se termine para |,

pour k > 3, le mot wy, se termine par a

,n—1"'
si, pour k > 3, le mot wy, se termine para__, | avecp #n—1,

alors le mot wy_1 contient une a,, ,,-barriere.
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Groupe de tresses Monoides de tresses Forme normale tournante Langage régulier Fin
00000000 00000000 000000000 000@00000

Automate pour 2 brins

e Fait: Tout 2-mot est tournant. )

1.2
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Automate pour 2 brins

e Fait: Tout 2-mot est tournant. )

1.2
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Automate pour 3 brins
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Langage régulier

Automate pour 3 brins

e Corollaire: Soit (wp, ..., w1 ) une suite de 2-mots. Alors le 3-mot

g_l(u%)'...'¢3(UQ)'1U1

est tournant ssi les conditions suivantes sont vérifiées :
— pour k > 1, le mot wy, est tournant,
— le mot wy est soit vide, soit se termine par a
— pour k > 3, le mot wy, se termine par a I
—si, pour k > 3, le mot wy, se termine par a, y,_, avecp #*n—1,

,n—1"'

alors le mot wy,_1 contient une apm—barriére.
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Forme tournante Langage régulier

Automate pour 3 brins

e Corollaire: Soit (wp, ..., w1) une suite de 2-mots. Alors le 3-mot

g_l(u%)-...~¢3(u@)-zul

est tournant ssi les conditions suivantes sont vérifiées :
— pour k > 1, le mot wy, est tournant,
— le mot wy est soit vide, soit se termine par a
— pour k > 3, le mot wj, se termine par a“’n_lv,'
—si, pour k > 3, le mot wy, se termine par a, y,_, avecp #n—1,
alors le mot wy,_1 contient une apm—barriére.

,n—1"'

4
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Automate pour 3 brins

e Corollaire: Soit (wp, ..., w1) une suite de 2-mots. Alors le 3-mot

g_l(u%)-...~¢3(u@)-zul

est tournant ssi les conditions suivantes sont vérifiées :
— le mot wy est soit vide, soit se termine par a
— pour k > 3, le mot wy, se termine par a I
—si, pour k > 3, le mot wy, se termine par a, y,_, avecp #n—1,

,n—1"'

alors le mot wy,_1 contient une apm—barriére.
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Groupe de tresses

Vlonoides de tresses Forme normale tournante Langage régulier
00 000C 0000®0000

Automate pour 3 brins

e Corollaire: Soit (wp, ..., w1) une suite de 2-mots. Alors le 3-mot

g_l(u%)-...~¢3(u@)~zul

est tournant ssi les conditions suivantes sont vérifiées :
— le mot wy est soit vide, soit se termine par a

— pour k > 3, le mot wy, se termine par a n
—si, pour k > 3, le mot wy, se termine par @y, g AVeCp #n —.1,

alors le mot wy,_1 contient une apm—barrlere.

,n—1"
=117

4
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Automate pour 3 brins

€6 €5 €4 €3 €2 €1 i > >
~» Un mot affyagiatt aa all est tournant ssi ¢, > 1 pour k > 3.
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Automate pour 3 brins

€6 €5 €4 €3 €2 €1 i > >
~» Un mot affpagiatt aa al est tournant ssi ¢, > 1 pour k > 3.
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Groupe de tresses Monoides de tresses Forme normale tournante Langage régulier Fin
00000000 00000000 000000000 0000@0000

Automate pour 3 brins
e Corollaire: Soit (wp, ..., w1) une suite de 2-mots. Alors le 3-mot

b—1
3 (U}b) © 5o © ¢3(w2) - W1
est tournant ssi le mot wy est non-vide pour k£ > 3.

s (o /(’4 /(’5 /(’2 ]
Un mot . af 3aQ 301 5 07°505 301 , est tournant ssi e, > 1 pour k >
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Groupe de tresses Monoides de tresses Forme normale tournante Langage régulier Fin
00000000 00000000 000000000 0000@0000

Automate pour 3 brins
e Corollaire: Soit (wp, ..., w1) une suite de 2-mots. Alors le 3-mot

b—1
3 (U}b) © 5o © ¢3(w2) - W1
est tournant ssi le mot wy est non-vide pour k£ > 3.

s (o /(’4 /(’5 /f’z ]
Un mot . af 3aQ 301 5 07%5 05 301 , est tournant ssi e, > 1 pour k >
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Groupe de tresses Monoides de tresses Forme normale tournante Langage régulier Fin

00000000 00000000 000000000 0000@0000
Automate pour 3 brins
e Corollaire: Soit (wp, ..., w1) une suite de 2-mots. Alors le 3-mot

b—1
3 (U}b> © 5o © ¢3(w2) - W1
est tournant ssi le mot wy est non-vide pour k£ > 3.

~ (o , /(’4 /(’s 22 !
Un mot . a’ 302 301 201 302 2a1 B est tournant ssi e, > 1 pour k >
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Groupe de tresses Monoides de tresses Forme normale tournante Langage régulier Fin

00000000 00000000 000000000 0000@0000
Automate pour 3 brins
e Corollaire: Soit (wp, ..., w1) une suite de 2-mots. Alors le 3-mot

b—1
3 (U}b> © 5o © ¢3(w2) - W1
est tournant ssi le mot wy est non-vide pour k£ > 3.

~ (o , /(’4 3 /(’z !
Un mot . af 302 301 201 NS 301 , est tournant ssi e, > 1 pour k >
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Groupe de tresses

Vlonoides de tresses Forme normale tournante Langage régulier Fin
OC ) 0000®0000

Automate pour 3 brins

e Corollaire: Soit (wp, ..., w1) une suite de 2-mots. Alors le 3-mot
b—1
3 (U}b> © 500 © ¢3(w2) - W1

est tournant ssi le mot wy est non-vide pour k£ > 3.

~ (o , /f’4 €3 /f’z !
Un mot . af 302 301 5 07°505 301 , est tournant ssi e, > 1 pour k >
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Groupe de tresses

Vlonoides de tresses Forme normale tournante Langage régulier Fin
OC ) 0000®0000

Automate pour 3 brins

e Corollaire: Soit (wp, ..., w1) une suite de 2-mots. Alors le 3-mot
b—1
3 (U}b> © 500 © ¢3(w2) - W1

est tournant ssi le mot wy est non-vide pour k£ > 3.

~ ((, , (14 €3 /(’z !
Un mot . af 302 5071 07%05 301 , est tournant ssi e, > 1 pour k >
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Forme tournante Langage régulier Fin

Automate pour 3 brins

e Corollaire: Soit (wp, ..., w1) une suite de 2-mots. Alors le 3-mot
b—1
3 (U}b> © 500 © ¢3(w2) - W1

est tournant ssi le mot wy est non-vide pour k£ > 3.

~ (o €5 €4 €3 €2
Un mot . af’;ag aft ar’ al 301 , est tournant ssi e, > 1 pour k >

La forme normale tournante : Langage régulier > Automate : cas de 3 brins 31/37



Forme tournante Langage régulier Fin

Automate pour 3 brins

e Corollaire: Soit (wp, ..., w1) une suite de 2-mots. Alors le 3-mot
b—1
3 (U}b> © 500 © ¢3(w2) - W1

est tournant ssi le mot wy est non-vide pour k£ > 3.

~ (o €5 €4 €3 €2
Un mot . af’;ag aft ai’ al 301 , est tournant ssi e, > 1 pour k >

La forme normale tournante : Langage régulier > Automate : cas de 3 brins 31/37



Forme tournante Langage régulier Fin

Automate pour 3 brins

e Corollaire: Soit (wp, ..., w1) une suite de 2-mots. Alors le 3-mot
b—1
3 (U}b> © 500 © ¢3(w2) - W1

est tournant ssi le mot wy est non-vide pour k£ > 3.

~ ((, €4 €3 €2
Un mot . af 3(12 505" 201 %505 301 , est tournant ssi e, > 1 pour k >

La forme normale tournante : Langage régulier > Automate : cas de 3 brins 31/37



Groupe de tresses Monoides de tresses Forme normale tournante Langage régulier Fin
00000000 00000000 000000000 000008000

Automate pour 4 brins

La forme normale tournante : Langage régulier > Automate : cas de 4 brins 32/37



Automate pour 4 brins

La forme normale tournante : Langage régulier > Automate : cas de 4 brins 32/37



Automate pour 4 brins

La forme normale tournante : Langage régulier > Automate : cas de 4 brins 32/37



Groupe de tresses

Vlonoides de tresses Forme normale tournante Langage régulier Fin

00 000C 00000e000

Automate pour 4 brins

e But : Construire un automate reconnaissant si le mot
b—1
4 (wb) 9 boo © ¢4(w2) - Wy

est tournant, ol (wp, ..., w;) est une suite de 3-mots.

e Condition 1 : Le mot wy, est tournant pour k£ > 1. J
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e Condition 3 : Si, pour k& > 3, le mot wy, se termine par a5,
alors le mot wy_7 contient une a, 4—barriére.

S

c'est-a-dire, une lettre a,
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Autres utilisations

o Généralisation aux ordres de Nielsen-Thuston de type fini (T. Ito).

e Etude du probléme de conjugaison (avec V. Gebhardt).

e Probléme de conjugaison : Pour 3, 5’ dans B,,, décider

s'il existe v dans B,, telle qu'on ait 8 =~ 15 ~.
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