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Présentation de Bn

• Théorème (Artin ’25) : Le groupe de tresses Bn admet la présentation :

≠

σ1, ... , σn−1;
σiσj = σjσi pour |i − j| > 2

σiσjσi = σjσiσj pour |i − j| = 1

∑
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• Théorème (Artin ’25) : Le groupe de tresses Bn admet la présentation :

≠

σ1, ... , σn−1;
σiσj = σjσi pour |i − j| > 2

σiσjσi = σjσiσj pour |i − j| = 1

∑

(1)

σi 

··
·

··
·

1

i

i + 1

n

σ1 σ3

≈

2/29



Présentation de Bn
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• Théorème (Artin ’25) : Le groupe de tresses Bn admet la présentation :

≠

σ1, ... , σn−1;
σiσj = σjσi pour |i − j| > 2

σiσjσi = σjσiσj pour |i − j| = 1

∑

(1)

σi 

··
·

··
·

1

i

i + 1

n

σ1 σ3

≈

σ3 σ1

σ1 σ2 σ1

≈

2/29



Présentation de Bn
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sont équivalant pour les relations (1), i.e., si w ≡ w′ est vérifiée.
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Mots de tresse σ-définis = le σi de plus grand index n’apparâıt que
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4/29



• Question : Soit w un mot de tresse de longueur ℓ,
quelle est la longueur du mot σ-défini retourné ?
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• Laver’ 93 : Algèbre auto-distributive 6 eℓ

• Burckel’ 94 : Combinatoire finie et induction ordinale ??

• Dehornoy’ 97 : Poignées et graphe de Cayley 6 eℓ

• F–G–R–R–W’ 99 : Diagrammes de courbe du disque troué 6 eℓ
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• Bressaud’ 06 : Lacets du disque troué 6 eℓ

• Conjecture : Soit w un mot de tresses à n brins de longueur ℓ, alors il
existe un mot σ-défini w′ équivalent à w vérifiant |w′| 6 Cn · ℓ,

où Cn ne dépendant que de n.
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• Définition :
– Un mot de tresse w est dit σi-positif si w contient au moins un σi,

pas de σ−1
i et pas de σ±1

j pour j > i.

– Un mot de tresse w est dit σi-négatif si w contient au moins un σ−1
i ,

pas de σi et pas de σ±1
j pour j > i.
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– Un mot de tresse est σ-défini s’il est σ-positif ou bien σ-négatif
ou bien triviale.

• Exemple :
Le mot σ2 σ1 σ−1

2 n’est ni σ2-positif, ni σ2-négatif ni σ1-positif ou σ1-négatif.
Par contre le mot équivalent σ−1

1 σ2 σ1 est σ2-positif.

• Intérêt des mots σ-définis :
– solution au problème su mot,
– ordre des tresses, i.e., β < β′ si β−1β′ a un représentant σ-positifs.
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• Forme normale tournante sur B+∗

n .

• Propriétés de la forme normale tournante.

• Question : Pourquoi utiliser le monöıde de tresse dual ?

Bonne description de la restriction de < sur B+∗

n .
 Calcul explicite de mots σ-définis.
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• Définition : On pose ap,q = σp · · ·σq−2 σq−1 σ−1
q−2 · · ·σ

−1
p .

7/29



Les tresses a
p,q
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• Définition : On pose ap,q = σp · · ·σq−2 σq−1 σ−1
q−2 · · ·σ

−1
p .

a
2,4
 

1

2

3

4

5

≈

1

2

3

4

5

7/29



Les tresses a
p,q
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Le monöıde de tresses dual B+∗

n

• Proposition : Relativement aux ap,q (avec 1 6 p < q 6 n), le groupe Bn
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• Définition : Le monöıde de tresses dual à n brins B+∗
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• Théorème (Birman–Ko–Lee ’97) : Relativement aux générateurs ap,q ,
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• Proposition: Tout mot de tresses w de longueur ℓ à n brins est équivalent
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à un unique mot de la forme δt
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n w
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un unique diviseur à droite maximal β1 vivant dans B+∗

n−1.

14/29



La B+∗

n−1
-fin

• Question : Existe t-il un analogue de la forme normale alternante
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pour le monöıde de tresse dual B+∗

n ?

• Lemme : Pour n > 3, toute tresse β de B+∗

n admet
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pour le monöıde de tresse dual B+∗

n ?

• Lemme : Pour n > 3, toute tresse β de B+∗

n admet
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un unique diviseur à droite maximal β1 vivant dans B+∗

n−1.

↑

β1 est appelée la B
+∗

n−1-fin de β.

• Exemple : Calcul de la B
+∗

2 -fin de δ2
3 ,

i.e., la puissance maximale de a
1,2

qui divise δ2
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pour le monöıde de tresse dual B+∗

n ?

• Lemme : Pour n > 3, toute tresse β de B+∗

n admet
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Le φn-éclatement

• Principe : On itère cycliquement la construction de la fin avec
les sous-monöıdes B+∗
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Le φn-éclatement
• Proposition : Pour toute tresse β de B+∗

n , il existe une unique
suite (βb, ... , β1) de B+∗

n−1 telle que :

– β = φb−1
n (βb) · ... · β1 est vérifiée,

– βk est la B+∗

n−1-fin de φb−k
n (βb) · ... · βk.
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L’entier b est appelé la φn-largeur de β.
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L’entier b est appelé la φn-largeur de β.

• Exemple :
– Pour j 6 n − 1, le φn-éclatement de a
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– βk est la B+∗

n−1-fin de φb−k
n (βb) · ... · βk.
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i,j
est ( a

i,j
).

– Pour i > 2, le φn-éclatement de a
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n (wb)...φn(w2)w1, où (βb, ... , β1) est le
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pliquant φn à chaque lettre de w

• Exemple : Le φ3-éclatement de δ2
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est appelé la forme normale tournante de β
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3 est (a

1,2
, a

1,2
, 1, a2

1,2
).

 sa f.n.t est φ3
3(a1,2

)φ2
3(a1,2

)φ3(ε)a
2
1,2

= a
1,2

a
1,3

a2
1,2

.

17/29



Retour au problème

• Problème : Trouver un mot σ-défini équivalent à δt
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n w
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On a deux cas, en fonctions de la position det par rapport à −b + 2.
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Cas du dénominateur très négatif : t < −b + 2

• Proposition : Soit w un m.n.t. de longueur ℓ et de largeur b > 2.
Alors pour tout t < −b + 2, le mot δt

n w est équivalent
à un a,δ-mot σn−1-négatif de longueur ℓ − t.
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n w est équivalent
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Cas du dénominateur très négatif : t < −b + 2

• Proposition : Soit w un m.n.t. de longueur ℓ et de largeur b > 2.
Alors pour tout t < −b + 2, le mot δt

n w est équivalent
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Cas du dénominateur très négatif : t < −b + 2

• Proposition : Soit w un m.n.t. de longueur ℓ et de largeur b > 2.
Alors pour tout t < −b + 2, le mot δt

n w est équivalent
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Cas du dénominateur très négatif : t < −b + 2

• Proposition : Soit w un m.n.t. de longueur ℓ et de largeur b > 2.
Alors pour tout t < −b + 2, le mot δt

n w est équivalent
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Cas du dénominateur très négatif : t < −b + 2

• Proposition : Soit w un m.n.t. de longueur ℓ et de largeur b > 2.
Alors pour tout t < −b + 2, le mot δt

n w est équivalent
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à un a,δ-mot σn−1-négatif de longueur ℓ − t.

• On a w = φb−1
n (wb)φb−2

n (wb−1) ... φn(w2)w1, avec wk ∈ B
+∗

n−1.

• Pour tout u de B
+∗

n , on a δ−1
n φk

n(u) ≡ φk−1
n (u) δ−1

n .

• En poussant les δ−1
n vers la droite, on calcule

δt
n w ≡ δt

n φb−1
n (wb) φb−2

n (wb−1) ... φn(w2) w1.

−b+1

δ−b+1
n

t+b−1

δt+b−1
n wb δ−b+1

n

≡ δt+b−1
n wb δ−b+1

n

−b+2

δ−b+2
n

−1

δ−1
n wb−1 δ−b+2

n

δ−1
n wb−1 δ−b+2

n

−b+3 −2

δ−1
n ... δ−2

n

δ−1
n ... δ−2

n

−1

δ−1
n

−1

δ−1
n w2 δ−1

n

... δ−1
n w2 δ−1

n

• On pose w′ = δt+b−1
n wb δ−1

n wb−1 δ−1
n ... δ−1

n w2 δnı w2 δ−1
n w1.

• On conclut.

19/29



Et pour t > −b + 2 ?

• Question : A-t-on la même chose dans le cas t > −b + 2 ?

20/29



Et pour t > −b + 2 ?

• Question : A-t-on la même chose dans le cas t > −b + 2 ?

 Malheureusement, non (pas directement).

20/29



Et pour t > −b + 2 ?

• Question : A-t-on la même chose dans le cas t > −b + 2 ?

 Malheureusement, non (pas directement).

• Exemple : Soit w le m.n.t φ3
4(a1,3

)φ2
4(a1,3

)φ4(a1,3
).

20/29



Et pour t > −b + 2 ?

• Question : A-t-on la même chose dans le cas t > −b + 2 ?

 Malheureusement, non (pas directement).

• Exemple : Soit w le m.n.t φ3
4(a1,3

)φ2
4(a1,3

)φ4(a1,3
). Alors on calcule

δ−2
4 w ≡ δ−2

4 φ3
4(a1,3

) φ2
4(a1,3

) φ4(a1,3
)

20/29



Et pour t > −b + 2 ?

• Question : A-t-on la même chose dans le cas t > −b + 2 ?

 Malheureusement, non (pas directement).

• Exemple : Soit w le m.n.t φ3
4(a1,3

)φ2
4(a1,3

)φ4(a1,3
). Alors on calcule

δ−2
4 w ≡ δ−2

4 φ3
4(a1,3

) φ2
4(a1,3

) φ4(a1,3
)

−2

20/29



Et pour t > −b + 2 ?

• Question : A-t-on la même chose dans le cas t > −b + 2 ?

 Malheureusement, non (pas directement).

• Exemple : Soit w le m.n.t φ3
4(a1,3

)φ2
4(a1,3

)φ4(a1,3
). Alors on calcule

δ−2
4 w ≡ δ−2

4 φ3
4(a1,3

) φ2
4(a1,3

) φ4(a1,3
)

−2

20/29



Et pour t > −b + 2 ?

• Question : A-t-on la même chose dans le cas t > −b + 2 ?

 Malheureusement, non (pas directement).

• Exemple : Soit w le m.n.t φ3
4(a1,3

)φ2
4(a1,3

)φ4(a1,3
). Alors on calcule

δ−2
4 w ≡ δ−2

4 φ3
4(a1,3

) φ2
4(a1,3

) φ4(a1,3
)

−2

δ−2
4

20/29



Et pour t > −b + 2 ?

• Question : A-t-on la même chose dans le cas t > −b + 2 ?

 Malheureusement, non (pas directement).

• Exemple : Soit w le m.n.t φ3
4(a1,3

)φ2
4(a1,3

)φ4(a1,3
). Alors on calcule

δ−2
4 w ≡ δ−2

4 φ3
4(a1,3

) φ2
4(a1,3

) φ4(a1,3
)

−2

δ−2
4

20/29



Et pour t > −b + 2 ?

• Question : A-t-on la même chose dans le cas t > −b + 2 ?

 Malheureusement, non (pas directement).

• Exemple : Soit w le m.n.t φ3
4(a1,3

)φ2
4(a1,3

)φ4(a1,3
). Alors on calcule

δ−2
4 w ≡ δ−2

4 φ3
4(a1,3

) φ2
4(a1,3

) φ4(a1,3
)

−2

δ−2
41

20/29



Et pour t > −b + 2 ?

• Question : A-t-on la même chose dans le cas t > −b + 2 ?

 Malheureusement, non (pas directement).

• Exemple : Soit w le m.n.t φ3
4(a1,3

)φ2
4(a1,3

)φ4(a1,3
). Alors on calcule

δ−2
4 w ≡ δ−2

4 φ3
4(a1,3

) φ2
4(a1,3

) φ4(a1,3
)

−2

δ−2
41

φ4(a1,3
) δ−2

4

20/29



Et pour t > −b + 2 ?

• Question : A-t-on la même chose dans le cas t > −b + 2 ?

 Malheureusement, non (pas directement).

• Exemple : Soit w le m.n.t φ3
4(a1,3

)φ2
4(a1,3

)φ4(a1,3
). Alors on calcule

δ−2
4 w ≡ δ−2

4 φ3
4(a1,3

) φ2
4(a1,3

) φ4(a1,3
)

−2

δ−2
41

φ4(a1,3
) δ−2

4

−1

20/29



Et pour t > −b + 2 ?

• Question : A-t-on la même chose dans le cas t > −b + 2 ?

 Malheureusement, non (pas directement).

• Exemple : Soit w le m.n.t φ3
4(a1,3

)φ2
4(a1,3

)φ4(a1,3
). Alors on calcule

δ−2
4 w ≡ δ−2

4 φ3
4(a1,3

) φ2
4(a1,3

) φ4(a1,3
)

−2

δ−2
41

φ4(a1,3
) δ−2

4

−1

20/29



Et pour t > −b + 2 ?

• Question : A-t-on la même chose dans le cas t > −b + 2 ?

 Malheureusement, non (pas directement).

• Exemple : Soit w le m.n.t φ3
4(a1,3

)φ2
4(a1,3

)φ4(a1,3
). Alors on calcule

δ−2
4 w ≡ δ−2

4 φ3
4(a1,3

) φ2
4(a1,3

) φ4(a1,3
)

−2

δ−2
41

φ4(a1,3
) δ−2

4

−1

δ−1
n

20/29



Et pour t > −b + 2 ?

• Question : A-t-on la même chose dans le cas t > −b + 2 ?

 Malheureusement, non (pas directement).

• Exemple : Soit w le m.n.t φ3
4(a1,3

)φ2
4(a1,3

)φ4(a1,3
). Alors on calcule

δ−2
4 w ≡ δ−2

4 φ3
4(a1,3

) φ2
4(a1,3

) φ4(a1,3
)

−2

δ−2
41

φ4(a1,3
) δ−2

4

−1

δ−1
n1

20/29



Et pour t > −b + 2 ?

• Question : A-t-on la même chose dans le cas t > −b + 2 ?

 Malheureusement, non (pas directement).

• Exemple : Soit w le m.n.t φ3
4(a1,3

)φ2
4(a1,3

)φ4(a1,3
). Alors on calcule

δ−2
4 w ≡ δ−2

4 φ3
4(a1,3

) φ2
4(a1,3

) φ4(a1,3
)

−2

δ−2
41

φ4(a1,3
) δ−2

4

−1

δ−1
n1

δ−1
4 φ4(a1,3

) δ−1
4

20/29



Et pour t > −b + 2 ?

• Question : A-t-on la même chose dans le cas t > −b + 2 ?

 Malheureusement, non (pas directement).

• Exemple : Soit w le m.n.t φ3
4(a1,3

)φ2
4(a1,3

)φ4(a1,3
). Alors on calcule

δ−2
4 w ≡ δ−2

4 φ3
4(a1,3

) φ2
4(a1,3

) φ4(a1,3
)

−2

δ−2
41

φ4(a1,3
) δ−2

4

−1

δ−1
n1

δ−1
4 φ4(a1,3

) δ−1
4

• Problème : φ4(a1,3
) δ−1

4 est

20/29



Et pour t > −b + 2 ?

• Question : A-t-on la même chose dans le cas t > −b + 2 ?

 Malheureusement, non (pas directement).

• Exemple : Soit w le m.n.t φ3
4(a1,3

)φ2
4(a1,3

)φ4(a1,3
). Alors on calcule

δ−2
4 w ≡ δ−2

4 φ3
4(a1,3

) φ2
4(a1,3

) φ4(a1,3
)

−2

δ−2
41

φ4(a1,3
) δ−2

4

−1

δ−1
n1

δ−1
4 φ4(a1,3

) δ−1
4

• Problème : φ4(a1,3
) δ−1

4 est σ3-négatif

20/29



Et pour t > −b + 2 ?

• Question : A-t-on la même chose dans le cas t > −b + 2 ?

 Malheureusement, non (pas directement).

• Exemple : Soit w le m.n.t φ3
4(a1,3

)φ2
4(a1,3

)φ4(a1,3
). Alors on calcule

δ−2
4 w ≡ δ−2

4 φ3
4(a1,3

) φ2
4(a1,3

) φ4(a1,3
)

−2

δ−2
41

φ4(a1,3
) δ−2

4

−1

δ−1
n1

δ−1
4 φ4(a1,3

) δ−1
4

• Problème : φ4(a1,3
) δ−1

4 est σ3-négatif et φ4(a1,3
)

20/29



Et pour t > −b + 2 ?

• Question : A-t-on la même chose dans le cas t > −b + 2 ?

 Malheureusement, non (pas directement).

• Exemple : Soit w le m.n.t φ3
4(a1,3

)φ2
4(a1,3

)φ4(a1,3
). Alors on calcule

δ−2
4 w ≡ δ−2

4 φ3
4(a1,3

) φ2
4(a1,3

) φ4(a1,3
)

−2

δ−2
41

φ4(a1,3
) δ−2

4

−1

δ−1
n1

δ−1
4 φ4(a1,3

) δ−1
4

• Problème : φ4(a1,3
) δ−1

4 est σ3-négatif et φ4(a1,3
) est σ3-positif.

20/29



Et pour t > −b + 2 ?

• Question : A-t-on la même chose dans le cas t > −b + 2 ?

 Malheureusement, non (pas directement).

• Exemple : Soit w le m.n.t φ3
4(a1,3

)φ2
4(a1,3

)φ4(a1,3
). Alors on calcule

δ−2
4 w ≡ δ−2

4 φ3
4(a1,3

) φ2
4(a1,3

) φ4(a1,3
)

−2

δ−2
41

φ4(a1,3
) δ−2

4

−1

δ−1
n1

δ−1
4 φ4(a1,3

) δ−1
4

• Problème : φ4(a1,3
) δ−1

4 est σ3-négatif et φ4(a1,3
) est σ3-positif.

• Idée : Ne pas regarder seulement un terme à la fois mais deux.
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Notions de dangereux et échelles

• Problème : Soit w un mot de largeur b. Pour tout 0 > t > −b + 2,
trouver un mot σ-défini équivalent à w.
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• Problème : Soit w un mot de largeur b. Pour tout 0 > t > −b + 2,
trouver un mot σ-défini équivalent à w.
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• Problème : Soit w un mot de largeur b. Pour tout 0 > t > −b + 2,
trouver un mot σ-défini équivalent à w.
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φn(dangereux) • échelle = mot sans σ
−1
n−1 • φ

−1
n (δn)• dangereux
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• Définition : Pour p < q, on pose δp,q = σp ... σq−1.

 on a ap,q ≡ δp,q−1 a
q−1,q

δ−1
p,q−1, ou bien encore ap,q ≡ δp,q δ−1

p,q−1.

22/29



Mots dangereux
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• Définition : Un δ-mot est dit ap,n-dangereux s’il s’écrit
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• Définition : Un mot w est une ap,n-échelle adossée à a
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il existep etq tels que la f.n.t de βk est une ap,n-échelle adossée àa
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Cas du dénominateur peu négatif : t > −b + 2

• Proposition : Soit w un mot de largeur b. Pour tout 0 > t > −b + 2,
le mot δt

n w est σn−1-positif ou de le forme δt
n−1 w1.

• Posons w = φb−1
n (wb) ... φn(w2) w1.

• On pousse −b + 2 lettres δ−1
n vers la droite pour obtenir

δt
nw ≡ δt+b−2

n φn(wb) δ
−1
n ... φn(w2) δ

−1
n w1

• On a wb = non-neg · φ−1
n (δn) · dangb

• Pour k = b, ... , 2, on pousse le k-ème dangereux à gauche de wk−1 :
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• Corollaire: Soit w un a-mot B+∗

n de longueur ℓ. Alors pour tout t, il existe
un a, δ-mot σ-défini w′ équivalent à δt

n w avec |w′| 6 max(ℓ + |t|, 3ℓ).
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n u.

27/29



Conclusion (suite)
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n v.

|w′| 6 max(|v| + |t|, 3|v|) 6 max(ℓ(n − 1), 3ℓ(n− 2)) 6 3ℓ(n − 1)

27/29



Conclusion (suite)
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|w′| 6 max(|v| + |t|, 3|v|) 6 max(ℓ(n − 1), 3ℓ(n− 2)) 6 3ℓ(n − 1)

• On transcrit le a, δ-word w′ en le mot de tresse σ-définit w′′.
|w′′| 6 (2n − 3)|w′| 6 6(n − 1)ℓ
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Autres utilisations de la forme normale tournante

• Solution du problème de mot en temps quadratique.

• Description de la restriction de < sur B+∗

n : bon ordre de type ωωn−2

.

• Peut être, le problème de conjugaison (avec V. Gebhardt).
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